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Hochverehrtester Herr Professor! 

Ah Sie mir vor fast drei Jahren als Geschenk des Herrn Ver- 
fassers die erste Abtheilung des Werkes übersandten , das ich in 
deutschem Gewände Ihnen darzubringen mir erlaube, sprachen Sie 
in der begleitenden Zuschrift gegen mich den Wunsch einer Ueber- 
setzung aus, den ich hierdurch verwirklicht habe. Ihr Rath kam 
meiner Neigung entgegen, der Herr Verfasser gab mit liebens- 
würdiger Bereitwilligkeit seine Einwilligung zur Uebersetzung 
und verschaffte mir auch die Zustimmung der Accademia delle 
SciENZE deLl Istituto DI BoLOGNA ZU dicscm Unternehmen, in 
deren Memorie (II» Serie, T. 6\ p. 91—136; T. 7«, p. 19—78) 
' das italiänische Original zunächst erschienen ist. Der Titel des- 
selben lautet in der Separatausgabe »PRELIMINARI DI UNA 
TEORIA GEOMETRICA DELLE SUPERFICIE. DI LUIGI 
CREMONA Professore presso il R. Istituto Teenico Superiore 
dl Milane. 8i vende presso il Tipografo Francesco Zanetti 
Milano, via del Senate, 26.« Dasselbe bildet die Fortsetzung zu 
dem früher erschienenen Werke desselben Verfassers »INTRO- 
DUZIONE AD UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE CUR VE 
PIANE. PEL Dr. LUIGI CREMONA, $rofe^*ote Bl gtouuhrU 
Supewt^ iteflfa iL XDvtiQtuiU Sl olbofojM/«. BOLOGNA, TIPI GAM- 
BERINI E PARMEGGIANI. 1862.« Jener gelehrten Körper- 
schaft und dem Herrn Verfasser erlaube ich mir bei dieser Ge- 
legenheit für ihre gütige Erlaubniss meinen aufrichtigen Dank 
auszusprechen. 

Mein verehrter Freund, Herr Professor Cremona, ging 
aber noch weiter, Er hat dem Original eine grössere Zahl hand- 
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schriftlicher Zusätze beigefügt, die im Vereine mit dem dritten 
Theile, der ebenfalls im Originale nicht vorhanden ist, der Ueber- 
setzung in Bezug auf Vollständigkeit der Untersuchungen wohl 
einigen Vorzug vor jenem geben , wenn es auch unmöglich sein 
dürfte, in der Uebertragung den glänzenden, gefalligen Stil des 
Originals zu erreichen. 

Das letzte Capitel des zweiten Theiles und der ganze dritte 
Theil sind die üebersetzung der Capitel IV — XI der grossen Ab- 
handlung des Herrn Verfassers über die Flächen dritter Ordnung, 
welcher 1866 die Hälfte des Steinerschen Preises durch die Ber- 
liner Akademie zuerkannt wurde ^), und die in den ersten beiden 
Heften des 68. Bandes des i^ Journals für die reine und ange- 
ioandte Mathematik^ unter dem Titel erschienen ist: Mämoire de 
Geometrie pure sur las surfaces du troisidme ordre. (Par L. Cbe- 
MONA ä Milan).« Die ersten drei Capitel dieser Abhandlung kann 
man als einen kurzen, nur das für die cubischen Flächen Nöthige 
zusammenfassenden Auszug aus dem italiänischen Werke ansehen. 

Dass mir vergönnt war, diese wichtige Abhandlung meiner 
Üebersetzung einverleiben zu dürfen, verdanke ich zunächst dem 
Herrn Verfasser, der mir die Erlaubniss zu dieser Arbeit von dem 
Herausgeber des Crelle-Borckardtschen Journals Herrn Professor 
BoRCHARDT uud dem Verleger desselben, Herrn Buchhändler 
Bbimer in Berlin erwirkte. Beide Herreu haben dazu ihre freund- 



1) Die andern Hälfte wurde Herrn Dr. Rudolf Stübm zuerkannt, dessen Werk» 
höcfast instrnctiv und reich an Resultaten, unter dem Titel veröffentlicbt ist : Syn- 
Uti$chc Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung, Leipzig 1867. 
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Uche Einwilligung bereitwilligst ertheilt, wofUr ich ihnen hierdarch 
meinen Terbindlichsten Dank auBzusprechen nicht nnterlfiasen kann, 
um Ihnen einen schnellen Ueberblick Ober den Umfang der 
ZasStze zu geben, durch welche die deutsche Ausgabe gegen das 
itsliänische Original erweitert ist, erlaube ich mir hier eine Gegen- 
überstellung der Nummern oder Paragraphen des Originals und 
der Uebersetzung folgen zu lassen. 

OsIOIHAL: UEBERSETZCNa: 

No. 1—44 = No. 1—44 

No. 45—47 (Neu). 

No. 45—57 = No. 48-60. 

No. 61 J)— 76 = No. 61—76. 

No. 77-82 (Neu). 

No. 77—90 = No. 83-96. 

No. 97—112 (Neu). 

No. 91—95" = No. 113-117. 

No. 118—119 (Neu). 

No. 96-116 = No. 120-140 

No. 141 (Neu). 

No. 117 = No. 142. 

........ No. 143 (Neu). 

No. 118—131 = No. 144—157. 

No. 158-289 (Neu). 

Herr Professor Cbemoha hat die weitere Freundlichkeit gehabt, 
auf meine Bitte die Probeabzüge einer genauen Oorrectur zn uQter- 

i) Die Nammem 68—60 fehlen im Originale, 
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ziehen^ damit dadurch etwaige Missyerständnisse meinerseits ver- 
mieden würden. Welcher Dienst der Uebersetzang dadurch ge- 
leistet ist, kann nur ich hinreichend würdigen. 

Was die Uebersetzung selbst anbetrifft, so habe ich mich 
streng an das Original gehalten; ich habe nur mit Billigung des 
Herrn Verfassers die Bezeichnung durch das ganze Werk in der 
Art einheitlich gemacht, dass ich Pnncte durch kleine deutsche 
Buchstaben, Curven durch dergleichen lateinische, Flächen durch 
grosse lateinische Buchstaben bezeichnete. Zahlenwerthe, also 
auch die Zahlen für die Singularitäten der Curven und Flächen, 
sind durch griechische Typen gegeben, Abkürzungssymbole, wie 
Summenzeichen u. dgl., durch grosse deutsche Buchstaben. 

Da in der Abhandlung über die Flächen dritter Ordnung 
die Litteraturnachweisungen nur spärlich unter dem Texte gegeben, 
dagegen die benutzten Schriften in der Einleitung zusammenge- 
gestellt sind, so glaube ich im Sinne des Herrn Verfassers zu 
handeln, wenn ich diesen Quellennachweis Ihnen hier ebenfalls 
vorlege. 

Ausser der Abhandlung Steikers, die den Gegenstand der 
Preisfrage bildete (Ueber die Flächen dritten Grades^ 1856) und 
den Werken und Memoirs allgemeinen Inhalts von Chasles, 
Hesse, Jonqui^sbes und Anderen , sind speciell folgende Abhand- 
lungen über die Theorie der cubischen Flächen benutzt worden: 

August, Disquisitiones de superßciehus tertii ordtnia (Disser- 
tatio inauguralis. Berolini 1862); 
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Brioscsi, Intofno ad alcune proprietä delle auperßcte del terzo 
ordine (AnDali di scienze matematiche e fisiche, Roma. 1855); 

Cayley, On the triple tangertt planes of aurfaces of th& third 
ore^^r (Cambridge and Dublin mathematical Journal, T. 4. 1849); 

Cz^EBSCH, Zur Theorie der algebraischen Flächen (Grelles Jour- 
nal, Bd. 58, 1860); 

Clebsoh, Ueber eine Transformation der homogenen Functionen 
dritter Ordnung mU vier Veränderlichen (Ebendaselbst) ; 

ClebsoB; Ueber die Knotenpunkte der Sesse^chen Fläche^ ins- 
besondere bei Oberflächen dritter Ordnung (Crell. Journ«, Bd. 50, 1861) ; 

CziEBSCH, Zur Theorie der algebraischen Flächen (Grelles Jouf- 
nal, Bd. 63, 1863); 

Obasshakn, JDie stereometrischen Gleichungen dritten Grades 
und die dadurch erzeugten Oberflächen (Grelles Joornal, Bd. 49, 
1854); 

Hesse, Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung 
(Grelles Journal, Bd.. 49, 1854); 

Salmon, On the triple tangent planes to a surface of the third 
Order (Gambridge and Dublin mathematical Journal. T. 4, 1849); 

Salmon, Onjua^^rnary cm Jtc*(PhilosophicalTransaction8, 1860); 

Salmon, Analytic geometry of three dimensions (2? ed. Dublin 
1865); 

SoHiAPARELLiy Sulla trasformazionc geometrica delle figure 
ed in particolare sulla trasformazionc iperbolica (Memorie delF 
Accademia di Torino,» 1862) ; 

ScBLÜFLi, An aitempt to determine the twentt/^seven lines upon 
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a 0urface of the third order etc. (Qaarterly Journal of Mathe- 
metsct, T. 2, 1858); 

SchlIfli, On the dUtributian of eurfaces of the third order 
inio epeciee ete. (Philonophical Transactions, 1863); 

ScBRdTEBy Nachweis der 27 Geniden auf der allgemeinen Ober- 
fläche dritter Ordnung (Grelles Joamal^ Bd. 62, 1863); 

StltesteB; On eKminationf transformation andcananicalforms 
(Cambridge and Dublin math« Journal; T. 6. 1851). 

Damit fibergebe ich denn Ihnen und dem Publicum auch 
dieses trefFliche Werk meines verehrten Freundes in deutscher 
Uebertragung und wünsche nur, dass es auch in dieser neuen Ge- 
stalt bei Ihnen und anderwärts eine gleich wohlwollende Aufnahme 
finden möge^ wie sie meiner Uebersetzung der Introduzione ad 
v/na ttoria geometrica delle curve piane zu Theil geworden ist. 

Thorn den 1. September 1869. 

M. CüRTZB. 
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„Nisi utile est, quod facimns, stulta est gloria.* 

Phabdri Fahdae, III. 17. 



Die wohlwollende Aufnahme; die meine Introduztone ad una 
teoria geometrtca delle curve plane ^) bei dieser Akademie und den 
Geometriebeflissenen gefunden, haben mich angespornt, dasselbe 
Unternehmen für die Geometrie des Baumes mit drei Dimensionen 
zu versuchen. Hier ist natürlich der Stoff um Vieles zusammen- 
gesetzter, und das Feld ohne Vergleich viel weiter; es ist mir 
daher Bedürfnisse des Lesers Verzeihung für die Lücken und 
Versehen mir zu erbitten; denen er nur zu häufig, nicht nur 
bei Unbedeutendem; sondern auch bei schwer Wiegendem be^ 
gegnen wird. 

Der Hauptzweck dieser Arbeit besteht darin, mit synthetischer 
Methode die wichtigsten Sätze der höhern Geometrie zu beweisen, 
die der Theorie der Oberflächen beliebiger Ordnung angehören, 
und die man in den Werken und Abhandlungen von Salmon, 
ChasleS; Steiner, ClebscH;.... analytisch bewiesen, oder wenig- 



1) Memorie delP Aocademia di Bologna, T. 12. (Prima Serie) 
1862. Fortsetsang der Introduztone bilden einige kurze Abhandlungen, die in den 
Annali di Matematica, welche Professor Tobtolini in Rom herausgegeben, veröffent- 
licht sind, nftmlioh: SuUa teoria deüe coniehe (T. 5, p. 330); Sopra aleune que- 
stioni neüa teoria delle curve piane (T. 6, p. 153); 8uUa teoria delle coniehe 
(T. 6., p. 179). Von der JrUrodtmone und diesen Zusätzen ist von dem Ueber- 
setzer vorliegenden Werkesglpicbfalls eine deutsche Ausgabe erschienen (Einleitung 
in eine geometrische Theorie der ebenen Curven^ Greifswald 1865). 
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stens ausgesprochen findet ^) , und dieselben mit den Resultaten 
meiner eigenen Untersuchungen theils zu verknüpfen, theils durch 
dieselben zu vervollständigen. Um aber der Schrift eine geziemende 
Gestalt zu geben, und um auch Jünglingen den Zugang zu ihr 
möglich zu machen, musste ich mich überzeugen, dass es vortheil- 
haft wäre, den Bahmen zu erweitern, und in denselben einige ein- 
leitende Begriffe eintreten zu lassen, welche die Gelehrten ohne 
Zweifel für zu bekannt und zu elementar ansehen werden. Im 
Gegentheil hoffe ich, dass diejenigen, welche das Studium der 
descriptiven Geometrie anfangen, in ihnen diejenigen Lehren finden 
werden, welche gegenwärtig das wirksamste Hilfsmittel darstellen, 
um in diese Wissenschaft einzudringen. 



1) Ausserdem benutzte ich die Arbeiten Ton Monoe, Düpin, Poncelet, Jagobi, 
Plubckeb, Hesse, Gbabsmanit, Kummer, Schlaeflt, Staüdt, Jonqüi^beb, La Goüb- 

NEBIE, BeLLAYITIB, BcHBÖTEB, PaINYIN, BiSGUOF, BATTAaMKI, SCRWABB, FlEDr^XB, 

Bete u. A. 
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Für j^darch^ setze man j^aacli^. 

- „Gurren" - - „Curve". 

- „biosculierende Ebenen" setze man i,Doppelgeneratrizen*> 

- „x/9+1 [7/9^-1 + x/>-j.2Z7/o-j.8 + ...+x/*+iü>t^-i=0" aetae 

man : x^_^j ^pfi + ^-h» ^/»H-a + • • • + Xjjm ^/h-i ~ ^"* 

- „Dreht mau die Ebene r", setze man: „Dreht man die 
Ebene um r". 

- „PoUren" setze man „Polarfiftohen". 

- „(v— l)(y_2)— 6« setae man: v(v_lXv— 2) - 6". 

- »(/>— ö)-fach« - - „(<T— />)-fach«. 
tilge man am Ende der Zeile den Buchstaben /. 

ftlr v' + VaMer" setze man „(w + Vj)-ter". 



„auf 

„zwei" 

„auf« 

„va-ter« 



„drei*. 
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„m' 



„v3-ter«. 
„v8«. 
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CAPITEL I. 

KEGEL. 

1. Kegd ist der Ort einer Geraden (GeneratriXf Erzeugende), die sich 
um einen festen Punct oder Scheitel o nach einem gegebnen Gesetze 
continnierlich bewegt, zum Beispiel, indem sie stets eine gegebne Curve 
schneidet. 

Ein Kegel heisst Ton der v-ten Ordnung, wenn eine beliebig durch den 
Scheitel gelegte Ebene ihn in v (reellen, imaginairen, getrennten, zusammen- 
fallenden) Generatrixen schneidet. 

Ein Kegel v-ter Ordnung wird von einer beliebigen Geraden in v 
Puncten getroffen, und eine willkürliche Ebene schneidet ihn in einer Curve 
v-ter Ordnung. 

Ein Kegel erster Ordnung ist eine Ebene. 

2. Trifft eine Gerade r einen Kegel in zwei unendlich nahen Fancten 
m, m', so heisst sie Tangente des Kegels in m. Jede Ebene, welche durch 
r gelegt ist, schneidet den Kegel in einer Curve, die r in eben diesem 
Fnncte m berührt. Wenn r umgekehrt einen Schnitt des Kegels berührt, 
so ist sie auch eine Tangente des Kegels. 

Die Ebene, welche durch o und die Tangente r gelegt ist, enthält 
natürlich zwei unendlich nahe Generatrixen o m, o m'. Also liegen die Tan- 
genten des Kegels in den verschiedenen Functen ein und derselben Genera- 
trix m sämmtlich in ein und derselben Ebene. Diese Ebene heisst Tcm- 
gentialebene des Kegels und die Gerade o m Berührungsgeneratrix. 

Ebenso wie zwei unmittelbar auf einander folgende Generatrixen o m, 
tt m' in der Ebene liegen, welche längs o m berührt^ schneiden sich zwei 
unmittelbar folgende Tangentialebenen, nämlich längs o m und o m', in der Er- 
zeugenden m'. Man kann folglich den Kegel sowohl als Ort von Geraden 
(Generatrixen) als auch als Enveloppe von Ebenen (Tangentialebenen) auffassen. 

Cbbmoma. Oberflächen. 2 
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Qaue dnes Kegels ist die Zahl derjenigen Tangentialebenen desselben, 
die durch einen beliebig im Ranme angenommenen Ponct bindnrchgehen, 
oder aach durch eine Gerade, welche beliebig durch den Scheitel gelegt ist. 
Ein Kegel erster Classe ist eine Gerade, das heisst ein Büsdkei von EbeReH^ 
die sämmtlich durch dieselbe Gerade gehen. 

Schneidet man den Kegel durch eine beliebige £bene, so erhalt man 
eine Cunre oder einen Schnitt, dessen Pnncte und Tangenten die Spuren 
der Erzeugenden und der Tangentialebenen des Kegels sind. Diese Curve 
ist daher nicht nur Ton derselben Ordnung als der Kegel, sondern auch von 
der nämlichen Classe. 

3. Den Singularitäten der Curve entsprechen ebensoTiele Singularitäten 
des Kegels und umgekehrt. Wir nennen diejenigen Erzeugenden Doppel- 
(Knoten- oder conjugierte), dreifadtey . . . , SUllsiand*' oder BückkekTgenera- 
trixenj welche den Doppelpuncten, den dreifachen Puncten, . . . , und den 
Spitzen des Schnittes entsprechen ; dagegen Doppdtangentiai^enem, dreifache 
Tangentialebenen, . . . . , Wendeebenen diejenigen Ebenen, welche durch o 
gehen, und deren Spuren die Doppeltangenten, dreifachen Tangenten, . • . , 
Wendetangenten des Schnittes sind. Eine Doppelgeneratrix ist die Durch- 
sdmittsgerade zweier Schalen der Fläche, die reell oder imaginär sein können. 
Werden diese beiden Schalen von ein und derselben Ebene berührt, so geht 
die Doppelgeneratrix in die Rückkehrgeneratrix über. Eine Doppeltangen- 
tialebene berührt den Kegel in zwei verschiedenen Generatrixen; eine Wende- 
ebene berührt denselben in zwei unmittelbar folgenden Generatrixen (Beu- 
gung); u. 8. w. 

Man bezeichne durch: 

V die Ordnung und durch 
ß die Classe des Kegels; es sei femer 
^ die Zahl der Doppelgeneratrixen, 
^ 7i D ji Rückkehrgeneratrixen, 
"^ rt j) n Doppeltangentialebenen und 
'• 7i j) n Wende-ebenen. 
Da diese nämlichen Zahlen die analogen Singularitäten der ebenen 
Curven ausdrücken, so greifen für sie die Formeln von Plücksr *) Platz : 

ß = v(v-l) — 2^ — 3x, 
V = A£i>— 1) — 2t — 3«, 
c = 3v(v— 2) — 6<J — 8x, 
X == 3Ma*— 2) — 6r — 8c, 
von denen eine jede die Folge aus den drei übrigen ist. 

4. Die Eigenschaften der Kegel und im Allgemeinen der Figuren, die 
aas Geraden und Ebenen zusammengesetzt sind, welche sämmtlich durch 
einen festen Punct, den Scheitel, gehen, lassen sich aus denen der ebenen 
Curven und der aus Puncten und Geraden zusammengesetzten Figuren, welche 



') Ceemona, Einleitung in eine geometritehe Theorie der ^>enen Curven^ 
Nr. 99 u. 100. 
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in einer festen Ebene gezeichnet sind^ herleiten entweder mittelst der Lehre 
Yon den Projectionen oder der Perspective, oder vermittelst des Frincipa der 
Dualität. In letzterm Falle entsprechen den Puncten und den Geraden der 
ebenen Figur bezüglich die Ebenen und die Geraden der conischen Figur. 

Wir fügen hier den Ausspruch einiger Lehrsätze hinzu, die aus der 
Theorie der ebenen Curven hergeleitet sind. In ihnen hat man sich vorzu- 
stellen, dass alle Geraden und Ebenen durch den nämlichen festen Punct ge- 
legt sind, welcher der gemeinsame Scheitel aller Kegel ist, deren noch Er- 
wähnung geschehen wird. 

Zwei Kegel von den Ordnungen v, v' und den Classen fih M' haben 
vv' gemeinschaftliche Erzeugende und fifi' gemeinschaftliche Tangentialebenen. 
Besitzen die beiden Kegel längs einer gemeinsamen Generatrix dieselbe Tan- 
gentialebene^ so haben sie ausserdem nur noch vv' — 2 gemeinschaftliche Gene- 
ratrixen und ßfi' — 2 gemeinschaftliche Tangentialebenen. 

Ein Kegel der v-ten Ordnung oder Classe, dessen Scheitel gegeben ist, 
wird durch - [. Bedingungen bestimmt. Durch ^^^'^ ^ beliebig gegebene 

Gerade geht nur ein einziger Kegel v-ter Ordnung, und ^ *. beliebig ge- 

gebne Ebenen berühren einen einzigen Kegel i^-ter Classe. Durch die ge- 
meinschaftlichen Generatrixen zweier Kegel v-ter Ordnung gehen unendlich 
viele Kegel derselben Ordnung hindurch, die einen Complex bilden, welchen 
man Kegelbüschel v-ter Ordnung nennt. Ein Kegel v-ter Ordnung kann 

nicht mehr als -^^ -^ '- Doppelgeneratrixen besitzen — die Rückkehr- 

generatrixen eingeschlossen — , ohne in Kegel niederer Ordnung zu zer- 
fallen. U. s. w. 

Eine Ebene, die man beliebig durch eine feste Gerade gelegt hat, 
schneidet einen gegebenen Kegel v-ter Ordnung in v Erzeugenden. Dann 
ist der Ort der harmonischen Axen *) p-ten Grades des Systems der v Ge- 
neratrixen in Bezug auf die feste Gerade ein Kegel /o-ter Ordnung, den man 
den (i/-/>)-ten Polarkegel der festen Geraden (Polargeraden) in Bezug auf 
den gegebenen Kegel (FundamerUalkegel) nennen kann. Auf diese Weise 
gibt eine gerade Linie v — 1 Polarkegeln Entstehung, deren Ordnungszahlen 
der Reihe nach v— 1, v — 2, . . . , 2, 1 sind. Der letzte Polarkeg^l ist eine 
Ebene. Wenn der p-te Polarkegel einer Geraden durch eine andere Gerade 
geht, so enthält umgekehrt der (v— /o)-te Polarkegel dieser letzeren Ge- 
raden die erstere. Die Polarkegel einer Generatrix des Fundamcntalkegels 
berühren denselben längs dieser Generatrix. Die Polarkegel (v— l)-ter 
Ordnung der Geraden einer festen Ebene bilden ein Büschel. Die 
Geraden, welche Doppelgeneratrixen von Polarkegeln (v— l)-ten Ordnung 



«) Einleitung, Nr. 19, 68. 



Ergter TheU. [Cmp.I— 11. 

sind, bilden einen Kegel (den He»§€sdien) von der Ordnong 3(v-. 2), welcher 
den Fondamentalkegel in den Inflexionsgeneratrixen des letzern schneidet, 
n. s. w. ») 

5. Ein Kegel zweiter Ordnung ist auch zweiter Classe und umgekehrt. 
Die Theorie dieser Kegel (Quadrikegd) ist eine unmittelbare Folge der 
Theorie der Kegelschnitte. *) 

Ein Kegel dieser Art kann sowohl als Ort der Durchschnittsgeraden 
zweier entsprechender Ebenen in zwei projectiyischen Ebenenbüscheln ') — 
die immer als durch denselben festen Punct gehend angenommen werden — 
erzeugt werden, und auch als Enveloppe der Ebenen, 'welche durch zwei 
entsprechende Strahlen zweier projectivischer Strahlenbüschel hindurchgehen. 
Diese Strahlenbüschel liegen in verschiedenen Ebenen, haben aber denselben 
Mittelpunet. Umgekehrt erzeugen in einem Quadrikegel die Ebenen, welche 
durch dieselbe variable Generatrix und bezüglich durch zwei feste Genera- 
trixen gehen, zwei projectivische Büschel ; und eine variable Tangentialebene 
schneidet zwei feste Tangentialebenen in Geraden, welche zwei projectivische 
Strahlenbüschel bilden. *) 

Wir nennen zwei Gerade conjugiert, von denen die eine in der Polar- 
ebene der andern liegt, und zwei Ebenen heissen conjugierty von denen eine 
jede die Polargerade der andern enthält. Zwei conjugierte Gerade bilden 
mit den beiden Generatrixen des Fundamentalkegels, die in ihrer Ebene ent- 
halten sind, ein harmonisches System, und der Winkel zweier conjugierter 
Ebenen wird von den Tangentialebenen des Kegels harmonisch getheilt, 
welche durch die gemeinschaftliche Durchschnittsgerade der beiden ersten 
Ebenen gehen. 

Ein Trieder heisst einem Quadrikegel conjttffiertj wenn jede Kante des- 
selben die entgegenstehende Seitenebne als Polarebene hat. Zwei demselben 
Kegel conjugierte Trieder sind einem zweiten Kegel eingeschrieben und einem 
dritten imigeschrieben. Ist ein Kegel einem Trieder umgeschrieben, das 
einem andern Kegel conjugiert ist, so ist umgekehrt der letztere Kegel einem 
Trieder eingeschrieben, welches dem ersten Kegel conjugiei*t ist. Zwei 
Kegel haben ein conjugirtes Trieder gemein, dessen Seitenebenen die Diago- 
nalebenen des vollständigen Tetraeders sind, das durch die gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen der beiden Kegel gebildet wird, und dessen Kanten die 



1) Einleüung, §. 13 u. 15. 

«) MnUüung, §. 11 u. IS. 

^) Zwei Ebenenbüachel heissen prcjeeHviaek , wenn man jedes durch eine 
£bene, die nicht zu dem Büschel gehört, schneidet, und die dadurch entstehenden 
Strahlenbüsckel projectivisch sind. Doppdrerhälinisa von vier Ebenen des Ebenen" 
büschela ist das DoppelYerhAltniss der vier entsprechenden Strahlen des auf die 
obige Weise entstandenen Strahlenbüschels. 

*) Chasles, Mimoire de g4onUirie pure 8ur lee proprxitii gSrUrales des eones 
du teamd degr4, (Noureauz M^moires de TAcad^mie de Bruzelles, T. 6; 1830). 
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Durchschnittsgeraden der entgegengesetzten Ebenenpaare sind; welche durch 
die denselben beiden Kegeln gemeinschaftlichen Erzeugenden hindurch- 
gehen; u. s. w. 

Ein Kegel zweiter Ordnung, der ^ine Doppelgerade enthält , ist das 
System zweier Ebenen, die durch diese Gerade gehen. Ein Kegel zweiter 
Classe, der eine Bitangentialebene besitzt, besteht aus dem Systeme zweier 
Geraden, die in dieser Ebene liegen. 

Diejenigen Quadrikegel, welche drei gemeinschaftlichen Bedingungen 
unterworfen sind und so beschaffen, dass jeder Kegel durch zwei Gerade 
nur auf eine einzige Weise bestimmt ist, bilden einen Complex, den man 
ein Netz nennen kann. In einem Netze von Quadrikegeln gibt es eine un- 
begrenzte Zahl, die sich in Ebenenpaare auflösen, das heisst, eine Doppel- 
gerade besitzen. Die Enveloppe dieser Ebenen ist ein Kegel dritter Classe, 
und der Ort der Doppelgeraden ein Kegel dritter Ordnung. U. s. w. *) 



CAPITEL IL 

DEVELOPPABLE FLÄCHEN UND RAUMCURVEN. 

6. Wir betrachten eine Curve als den Ort aller Lagen eines Punctes, 
welcher sich continuierlich im Räume nach einem solchen Gesetze bewegt, 
dass eine beliebige Ebene nur ein System getrennter Lagen des Mobils ent- 
hält. ') Die Curve heisst gewunden oder eine Raumcurve, wenn yier ganz 
beliebige Puncte derselben nicht in ein und derselben Ebene enthalten sind. 

Die Curve heisst von der v-ten Ordnung j wenn eine beliebige Ebene 
sie in v Functen — die reell, imaginär, verschieden, zusammenfallend sein 
können — schneidet. Es folgt aus dieser Definition, dass eine Raumcurve 
mindestens von der dritten Ordnung ist. 

Die Gerade, welche den Punct m der Curve mit dem unmittelbar fol- 
genden Puncte m' verbindet, heisst Tangente der Curve in m. Jede Ebene, 
welche durch die Gerade m m' hindurchgeht, heisst ebenfalls Tangential- 
ebene der Curve in m und kann anderswo die Curve nur noch in v— 2 Puncten 
treffen. 

Classe einer ttaumcurve ist die Zahl ihrer Tangentialebenen, welche 



*) Um Zweideutigkeiten zu vermeiden, wiederhole ich, dass in den Sätzen 
dieser Nummer und in denen der vorhergehenden, die Kegel, von denen die Rede 
ist, s&mmtlich denselben Scheitel besitzen, durch den alle Geraden und alle Ebe- 
nen hindurchgehen, die in Betracht gekommen. 

') Das heisst in der Art, dass alle auf einanderfolgende Lagen des sich be- 
wegenden Punctes von der Veränderung dncs einzigen Parameters abhängen. Eine 
Curve kann man daher eine ein/ach unendliche lieihe von Funden nennen. 
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durch eine beliebige Gerade hiodarchgehen, oder durch die Zahl ihrer Tan- 
genten, welche durch die willkürliche Gerade geschnitten werden. 

Es seien m, m^ m", vx***, .... unendlich nahe auf einander folgende 
Puncto der Gurre. Dann haben die beiden unmittelbar folgenden Tangenten 
m m'y m' m" den Punct m' gemein und bestimmen eine Ebene m xa* m", die 
man, weil sie eine dreipunctige Berührung mit der Gurve hat, OscuUUions- 
ebene in m nennt. Zwei auf einander folgende Osculationsebenen m m' m", 
m' m" m'^' schneiden sich in der Tangente m' m**, und drei unmittelbar fol- 
gende Osculationsebenen m m' m", m' m" m''', ift" m"' m^ treffen sich im 
Puncte m" der Gurve. 

Es ist folglich ein Punct der Gurve sowohl durch zwei unmittelbar 
folgende Tangenten bestimmt, als durch drei unmittelbar folgende Oscula- 
tionsebenen ; ebenso eine Tangente entweder durch zwei unendlich nahe Puncte 
der Gurve oder durch zwei unmittelbar folgende Osculationsebenen; eine Os- 
culationsebene endlich ist bestimmt durch drei unmittelbar folgende Puncte 
oder durch zwei unmittelbar folgende Tangenten. 

7. Man nennt den Ort der Tangenten einer Gurve eine abwickelbare 
Fläche oder eine Developpable ; die Tangenten sind die Generatrixen der 
abwickelbaren Fläche. Ordnung der Developpablen ist die Zahl der Puncte, 
in denen dieselbe von einer willkürlichen Geraden geschnitten wird, daher 
ist diese Zahl gleich der Glassenzahl der Gurven. Die Osculationsebene m m' m", 
der Gurve im Puncte m heisst die Tangentialebene der Developpablen längs 
der Generatrix mm', denn sie enthält die beiden unmittelbar folgenden Er- 
zeugenden m m', m' ta", und es ist folglich jede in der Ebene gezogene 
Gerade Tangente der abwickelbaren Fläche — das heisst sie trifft sie in 
zwei unendlich nahen Puncten — in einem Puncte der Berührungsgeneratrix 
m m' und umgekehrt, jede Tangente der Developpablen in einem Puncte 
dieser Generatrix liegt in der genannten Ebene. Wie jede Tangentialebene 
der abwickelbaren Fläche zwei unmittelbar folgende Erzeugende enthält, so 
liegt jede Generatrix in zwei unmittelbar folgenden Tangentialebenen ; die 
abwickelbare Fläche ist also gleichzeitig der Ort der Tangenten der Curve 
und die Enveloppe der Oacvlaiionsebenen derselben. 

Wir haben den Begriff der Developpablen aus dem der Curve entwickelt, 
wir können aber auch die Gurve aus der abwickelbaren Fläche herleiten. 
Wir denken uns eine Ebene, die sich stetig im Baume nach einem solchen 
Gesetze bewegt, dass durch einen beliebig gewählten Punct nur ein System 
getrennter Lagen der beweglichen Ebene hindurchgeht. <) Die Enveloppe 
der Lagen der sich bewegenden Ebene oder auch der Ort der Geraden, in 



>) Das heisst in der Art, dass alle Lagen der beweglichen Ebene von der 
Veränderung eines einzigen Parameters abhängen. Eine abwickelbare Fl&che ist 
daher eine ein/ach unendliche Reihe von^ Ebenen, Die Kegel stellen einen speci- 
eilen Fall davon dar. 
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welchen sich zwei unmittelbar folgende Lagen dieser Ebene schneiden, ist 
das, was man eine abtüickelbare Fläche nennt. ') 

Es seien P, i", P", P"* . . . auf einander folgende Lagen der sich be- 
wegenden Ebene. Die Ebene P enthält dann die beiden unmittelbar fol- 
genden Geraden P P*, P* P". Die drei Ebenen P, P*, P" schneiden sich in 
einem Puncte, dessen Ort eine gewisse auf der Dcveloppablen gelegene Curve 
ist. Der Punct P P* P** liegt in den beiden unmittelbar folgenden Erzeu- 
genden P P*^ P* P", und umgekehrt enthält die Generatrix P* P" die beiden 
unmittelbar folgenden Puncto P P* P", P' P" P'" der Curve. Die Genera- 
trixen der Dcveloppablen sind folglich Tangenten der. Curve.. Die Ebene P" 
enthält die drei unmittelbar folgenden Puncte PP' P", P* P" P'", P" P'" Piv, 
und es sind daher die Tangentialebenen der abwickelbaren Fläche Oscula- 
tionsebenen der Curve. 

Ciasee der abwickelbaren Fläche ist die Zahl ihrer Tangentialebenen, 
welche durch einen willkürlich im Räume angenommenen Punct gelegt werden 
können. 

8. Wir können bei den Dcveloppablen die analogen Singularitäten betrach- 
ten, die wir schon bei den Kegeln bemerkt haben (3). Eine Tangentialebene 
heisst doppelt, wenn sie die abwickelbare Fläche längs zweier verschiedener 
Erzengenden berührt und folglich die Curve, deren Tangenten die Genera- 
trixen der abwickelbaren Fläche sind, in zwei getrennten Puncten osculiert; 
sie heisst eine stationäre oder Wendeebene, wenn sie die Developpable längs 
zweier unmittelbar folgender Erzeugenden berührt, oder, was dasselbe ist, 
längs dreier unmittelbar folgender Generatrixen schneidet und folglich mit 
der Curve einen vierpunctigen Contact hat. Eine Generatrix ist doppelt, 
wenn längs derselben die Developpable zwei verschiedtae Tangentialebenen hat, 
weshalb sie auch die Curve in zwei verschiedenen Puncten berührt. In dem 
Schnitte, der durch eine beliebige durch sie gelegte Ebene entsteht, zählt 
sie für zwei Gerade, und in den beiden Schnitten, welche durch die beiden 
Tangentialebenen entstehen für drei. Eine Generatrix heisst stationär, wenn 
durch sie drei unmittelbar folgende Tangentialebenen der Dcveloppablen hin- 
durchgehen; in ihr liegen daher drei unmittelbar folgende Puncte der Curve. 
Eine solche zählt in dem Schnitte, der durch eine beliebige Ebene entsteht, 
welche durch sie hindurchgeht, für zwei und für drei Gerade in dem von 
der Tangentialebene gebildeten Schnitte. 

Den beiden ersten Singularitäten entsprechen die folgenden Singularitäten 
der Ranmcurve. Ein Punct der Curve heisst doppelt, wenn in demselben 
zwei verschiedne Tangenten existieren und folglich zwei verschiedne Oscula- 
tionsebenen ; er heisst Stilletandspunct (Spitze), wenn sich in ihm drei aufein- 
anderfolgende Tangenten schneiden, oder auch vier aufeinanderfolgende 
Osculationsebenen. Ein Doppelpunct — und ebenso eine Spitze — vertritt 



*) MoNos, Application de Vandlyee h la giomitrie, {. XII. 
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vier Durchschnittspuncte mit jeder Osculationsebene and mit der Ebene der 
beiden Tangenten; er vertritt ch-ei Schnittpuncte für jede andere Ebene, 
welche durch eine der beiden Tangenten geht, und nur zwei für jede andere 
Ebene, welche durch den Punct selbst hindurchgeht. 

Die Developpable und die Curve können andere Singularitäten höherer 
Art haben, die wir aber jetzt nicht in Betracht ziehen wollen. 

9. Wir schneiden die abwickelbare Fläche durch eine Ebene P; der 
entstehende Schnitt ist dann eine Curve von der nämlichen Ordnung als 
die abwickelbare Fläche. Die Puncte derselben sind die Spuren der Genera- 
trixen und ihre Tangenten die Spuren der Tangentialebenen, weil, wie schon 
früher bemerkt wurde, jede Gerade, die in einer Tangentialebene einer ab- 
wickelbaren Fläche gezogen ist, auch Tangente dieser Fläche ist. Es folgt 
daher, dass auch die Classe des Schnittes mit der Classe der abwickelbaren 
Fläche zusammenfällt, denn die Tangenten, die sich an dieselbe durch einen 
beliebigen Punct ihrer Ebene ziehen lassen, sind die Spuren der Ebenen, 
welche von dem nämlichen Functe ausgehend die Developpable berühren. Die 
Doppeltangenten der Schnittcurve bestehen ausser den Spuren der doppelten 
Tangentialebenen aus den Geraden der Ebene P, durch welche zwei Tan- 
gentialebenen gehen, und die Wendetangenten endlich sind die Spuren der 
Wendeebenen. 

Jeder Punct m der Raumcurve, deren Tangenten die Erzeugenden der 
developpablen Fläche sind, der in der Ebnen P liegt, ist eine Spitze des 
Schnittes. Da nämlich dieser Punct der Durchschnitt von drei unmittelbar 
folgenden Tangentialebenen ist, so müssen sich in ihm drei aufeinanderfol- 
gende Tangenten des Schnittes schneiden. Dieser Eigenschaft wegen gibt 
man der Kaumcnrve deh Namen RückkehrharUe oder Cttspidalcurve der De- 
veloppablen. Dem entsprechend nennt man die Enveloppe der Osculations- 
ebene einer Raumcurve ihre osculierende Developpable, 

Die Geraden, die in der Ebene P willkürlich durch den Punct m ge- 
zogen sind, treffen in ihm die Schnittcurve in zwei zusammenfallenden Puncten, 
aber es gibt eine Gerade, die Kückkehrtangente, das heisst die Spur der 
Osculationsebene der Raumcurve in m, für welche der Punct m drei zu- 
sammenfallende Schnittpuncte darstellt. Es trifft folglich eine willkürlich 
durch einen Punct der Cuspidalcurve gelegte Gerade dort die Developpable 
in zwei zusammenfallenden Puncten, unter diesen Geraden gibt es aber 
eine unbegrenzte Zahl, für welche dieser Punct einen dreifachen Berührungs- 
punct darstellt, und der Ort dieser Geraden ist die Ebene, welche in jenem 
Puncte die Curve osculiert. • 

Schneiden sich zwei nicht unmittelbar folgende Generatrixen auf der 
Ebene P, so ist der Schnittpunct für die Schnittcurve ein Doppelpunct, weil 
diese in ihm von den Spuren der beiden Ebenen berührt wird, welche die 
abwickelbare Fläche längs jener Erzeugenden berühren. Diese Spuren sind 
die einzigen Geraden, welche in jenem Puncte eine dreifache Berührung mit 
dem Schnitte haben, während jede andere in der Ebene P durch den näm- 
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liehen Punct gezogene Gerade dort den Schnitt nur in zwei zusammenfallen- 
den Puncten trifft. Alle analogen Puncte, nämlich die Durchschnittspuncte 
zweier nicht aufeinander folgenden Erzeugenden, bilden auf der abwickel- 
baren Fläche eine Curve, welche wir wegen der eben angemerkten Eigen- 
schaft die Doppdcurve oder die Knotencurve der Developpablen nennen. Die 
Tangente der Doppelcurve in einem beliebigen ihrer Puncte ist offenbar 
die Dnrchflchnittsgerade der beiden Ebenen, welche in diesem Puncte die 
Developpable berühren. 

Eine Gerade also, welche willkürlich durch einen Punct der Doppel- 
curve gelegt ist, trifft dort die Developpable in zwei zusammenfallenden 
PuDcten, aber unter den analogen Geraden gibt es eine unbegrenzte Zahl 
für welche dieser Punct drei vereinigte Durchschnittspnncte repräsentiert, und 
der Ort derselben wird von den beiden Ebenen gebildet, welche die abwickelbare 
Fläche längs der Generatrixen berühren, die sich in diesem Puncte kreuzen. 

Dagegen liegen, wie schon bemerkt wurde, die Geraden, welche die 
Developpable in einem gewöhnlichen Puncte berühren, sämmtlich in einer 
einzigen Ebene, der Tangentialebene längs der einzigen Generatrix, die durch 
jenen Punct geht, und haben mit der abwickelbaren Fläche eine zweipunctige 
Berührung. 

Ausserdem enthält der Schnitt eine Spitze in der Spur jeder stationären 
Generatrix und einen Doppelpunct in der Spur jeder Doppeigener atrix. 

10. Es bezeichne jetzt: 

V die Ordnung der gegebenen Raumcurve, 
M- die Classe des osculierenden Developpablen, 
p die Ordnung dieser Fläche oder auch die Classe der Raumcurve, 
^ die Zahl der Geraden, die in einer beliebigen Ebene P liegen, 
und durch welche jedesmal zwei Tangentialebenen der Develop- 
pablen gehen, die Zahl der doppelten Tangentialebenen einge- 
schlossen, wenn es solche gibt, 
$ die Zahl der Puncte der Ebene P, durch welche jedesmal zwei 
Generatrixen der abwickelbaren Fläche gehen, also die Ordnung 
der Doppelcurve, die Zahl der Doppelgeneratrixen eingeschlossen, 
wenn es solche gibt, 
a die Zahl der Wendeebenen und 
^ die Zahl der stationären Generatrixen. 
Nun ist der Schnitt, der durch die Ebene P in der Developpablen er- 
zeugt wird, eine Curve p-ter Ordnung und M-ter Classe, die ^ Doppelpuncte 
besitzt und v-]-0 Spitzen, ^ Doppeltangenten und a Wendepuncte. Also er- 
halten wir mit Hilfe der Formeln von Plückeb: 

\fi = ^(^-1) - 2$ - ^(^+0), 
p = fjL(fi^\) - 2r - 3a, 

V + <? - a = 3(/>-At). 

11. Man betrachte einen beliebigen Punct o des Raumes als Scheitel 
eines Kegels, der durch die gegebne Raumcurve geht (PerspecHvkegd), Die 
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Erzeugenden dieses Kegels sind die Geraden, welche vom Puncto o nach 
den Puncten der Curve gehen, und die Tangentialebenen des Kegels sind die- 
jenigen Ebenen, die durch den Scheitel und die Tangente der Curve hin- 
durchgehen. Eine durch o gelegte Ebene schneidet den Kegel in so vielen 
Generatrixen, als die Curve Puncte in dieser Ebene besitzt. Die Ordnung 
des Kegels ist also gleich der Ordnung der Curve. Durch einen beliebigen 
Punct o' des Baumes gehen so viele Tangentialebenen des Kegels, als es 
Tangenten der Curve gibt, welche durch die Gerade 00' geschnitten werden; 
die Classe des Kegels ist also gleich der Classe der Curve oder auch gleich 
der Ordnung der osculierenden Developpableu. 

Doppelgeneratrixen des Kegels sind die Geraden, welche den Punct 
mit den Doppelpuncten der Curve verbinden, und dann noch die Geraden, 
welche durch gehen und sich iti zwei verschiednen Puncten auf die Curve 
stutzen, weil in beiden Fällen der Kegel längs derselben Generatrix zwei 
Tangentialebenen besitzt. — Ferner sind diejenigen Geraden stationäre Genera- 
trixen, welche den Scheitel mit den Spitzen der Curve verbinden. 

Ist eine durch gelegte Ebene eine Osculationsebene der Curve, so 
ist sie für den Kegel eine Wendeebene, weil sie drei aufeinanderfolgende 
Erzeugende enthält. Zieht man durch willkürlich in der Wendeebene eine 
Gerade, so zahlt diese Ebene für zwei der p Ebenen, welche durch die 
Gerade gehen und den Kegel berühren; aber es gibt eine Gerade, die Be- 
rührungsgeneratrix der Wendeebene, für welche diese Ebene dreimal ^) gezählt 
wird. Ziehen wir also in einer Osculationsebene der Curve eine beliebige 
Gerade, so zählt die Osculationsebene unter den Ebenen, welche sich durch 
diese Gerade so ziehen lassen, dass sie die Curve berühren, für zwei, aber 
es gibt eine unbegrenzte Zahl von Geraden, für welche die Osculationsebene 
dreimal zählt. Alle diese Geraden gehen durch den Osculationspunct. 

Berührt eine Ebene, welche durch geht, die Curve in zwei verschie- 
denen Puncten m, n, so berührt sie den Kegel längs zwei Erzeugenden 
m, n und ist folglich eine doppelte Tangentialebene des Kegels. Die 
Bitangentialebene zählt für zwei unter den Tangentialebenen des Kegels, welche ' 
durch eine beliebige in der Bitangentialebene selbst durch gelegte Gerade 
gehen; sie zählt für drei, wenn die Gerade eine der beiden Berührungsge- 
neratrixen ist. Zieht man daher in einer Bitangentialebene der Baumcurve 
eine beliebige Gerade, so zählt diese Ebene für zwei Ebenen, welche durch 
diese Gerade gehen und die Curve berühren, aber sie zählt für drei in Bezug 
auf die unbegrenzte Zahl von Geraden, die man in besagter Ebene durch 
den einen oder andern Berührungspunct ziehen kann. 

Alle analogen Ebenen, von denen eine jede die Kaumcurve in zwei 
Puncten berührt oder, was dasselbe ist, zwei nicht unmittelbar folgende 
Tangenten enthält, haben zur Enveloppe eine abwickelbare Fläche, welche man 



') Dies ergibt sieh aus der entsprechenden Eigenschaft der ebenen Gurren. 
Mnleihmff, Nr. 31« 
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die doppeltumgeschrisbne oder doppeUberiihrende Developpable der Curve nennt. 
Jede dieser Ebenen berUhrt die Developpable längs der Geraden, welche die 
beiden Berührungspuncte der Ebene und der gegebnen Curve mit einander 
verbindet. 

Ausserdem ist jede Ebene, welche durch eine doppelte Tangente geht 
eine Bitangentialebene des Kegels, und jede Gerade, welche durch eine Wende- 
tangente gelegt ist, eine Wendeebene des Kegels. 
12. Bezeichnen wir also durch : 

a die Zahl der Geraden, welche sich von einem 'willkürlichen 
Puncto so ziehen lassen, dass sie die Kaumcurve zweimal 
treffen unter Hinzunahme der Zahl der Doppelpuncte dieser Curve, 
oder mit andern Worten die Zahl der scheinbaren und wirklichen 
Doppelpuncte; durch 
y^ die Zahl der Ebenen, die durch gehen, und zwei nicht un- 
mittelbar folgende Tangenten der Curve enthalten oder auch die 
Classe der doppeltberührenden Developpablen unter Hinzunahme 
der Zahl der biosculierenden Ebenen; und mit 
ß die Zahl der Spitzen der Curve, 
so ist der Perspectivkegel, dessen Scheitel ist, von der v-ten Ordnung, der 
io-ten Classe, er hat a Doppelgeneratrixen, ß stationäre Generatrixen, 17 Bi« 
tangentialebenen und ß-^-ff Wendeebenen. Wir haben folglich (3): 

p = v(v--l) — 2« — 3Ä 
V = p(p^\) - 2iy - ^(ß+0), 
^ß + ^ ß = 3(/o-v). 

Die sechs vorstehen)den Gleichungen verdankt man Caylet >). Mittelst 

derselben oder anderer, die sich aus ihnen ableiten lassen, wie zum Beispiel 

die folgenden: 

a-^ß = 2 0"~v), 

'2(r-«) = (ß - y)(ß+y-i), 

kann man jedesmal, wenn vier von den zehn Grössen 

J', ß, P, «> ß, r> "y ^> 7> ^ 
gegeben sind, die andren sechs bestimmen. Die gegebenen Zahlen dürfen 
aber weder /», ^, ?, ß noch p, ^, rj, a sein, weil man aus den obigen Glei- 
chungen die folgenden Relationen herleiten kann: 

p(p-i) — 2ß = 2$ + ß = 27J + a ^) 
Die vorhergehenden Betrachtungen zeigen, dass die Untersuchung dei 
Raumcnrven nicht von der der developpablen Flächen getrennt werden kann. 
Man daif sagen, dass eine Developpable mit ihrer Cuspidaicurve ein einziges 



. ') Mimoire sur les courbes h double courbure et les %urf€Lces ddveloppables 
(Journal de Liouville, T. 10; 1845).. — On a special sextic developable (Quar- 
terlj Journal of mathematics, T. 7; 1866). 

*) Zeütrbn, Sur les singvlaritis des courbes giomitriques h double courbure 
(Compte rendu, 27 jaillet 1868). 
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System bildet, in dem man Puncte (die Puncte der Curve), Gerade (die 
Tangenten der Curve oder die Generatrixen der Fläche) und Ebenen (die 
Tangentialebenen der Developpablen) zu betrachten hat. Endlich kann man 
in der nämlichen Weise, wie die Eigenschaften der Kegel sich aus denen 
der ebenen Curven mittelst des Princips der Dualität ableiten lassen, die 
Raumcurven und die abwickelbaren Flächen, die nicht Kegel sind, in Corre- 
lation setzen, das heisst, die Eigenschaften des einen Systems, dessen Cha- 
rakteristiken 

j', M» p, «, A r. «» fi v> ^ 

sind, aus den Eigenschaften des reciproken Systems herleiten, dessen Charak- 
teristiken heissen : 

ß, V, p* ßy a, ». r» 7> ^» ^• 
13. Wir haben gesehen, wie die Charakteristiken des Perspectiykegels 

einer Raumcurve und eines Schnittes der Developpablen bestimmt werden 
können, wenn der Scheitel des Kegels und die Schnittebene vollständig will- 
kürlich sind. In entsprechender Weise geht man vor, wenn jener Funet 
oder jene Ebene eine specielle Lage haben. Wir wollen hier einige Bei- 
spiele geben. 

Geht die schneidende Ebene durch eine Gerade t des Systems, so ist 
der Schnitt aus dieser Geraden imd einer Curve (/>— l)-ter Ordnung zu- 
sammengesetzt. Die Classe dieser Curve ist P- wie im allgemeinen Falle. 
Die Zahl der Spitzen ist v-f~^~~2, weil die schneidende Ebene, da sie die 
Cuspidalcurve berührt, diese nur noch in andern v — 2 Puncten trifft. Die 
Formeln von Plückee lehren nun, dass die Schnittcurve «+1 Wendepuncte, 
y—\ Doppeltangenten und f— .^-|-4 Doppelpuncte Besitzt. Wir haben also 
einen Wendepunct mehr als in dem allgemeinen Falle, und dieser neue 
Wendepunct ist der Punct m , in welchem die Gerade t die Cuspidalcurve 
berührt. Dass die Gerade t die Schnittcurve im Puncte m berührt, folgt 
daraus, dass m für den vollständigen Schnitt eine Spitze sein muss. Da 
ferner t der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender Tangentialebenen des 
Systems ist, so gehen durch einen beliebigen Punct von t nur At— 2 Tan- 
genten der Schnittcurve und durch m gehen ausser t nur noch p — 3. Also 
ist t eine Wendetangente für diese Curve. Im gegenwärtigen Falle hat die 
Schnittcurve nur f— yo-(-4 Doppelpuncte, während die Doppeicurve ? Puncte 
auf der schneidenden Ebene besitzen muss. Die fehlenden /o— 4 Puncte sind 
die Durchschnittspuncte der Geraden t mit der Schnittcurve. Eine beliebige 
Generatrix einer Developpablen /o-ter Ordnung' trifft also /?— 4 andere nicht 
unmittelbar folgende Erzeugende. 

Ist die schneidende Ebene eine der Ebenen P des Systems, so ist der 
Schnitt aus einer Geraden t (der Berührungsgeneratrix der Ebene P und 
der Developpablen), die zweimal gezählt ist, und einer Curve (yo—2)-ter Ord- 
nung zusammengesetzt. Durch einen beliebigen Punct der Ebene gehen 
weitere ii^\ Ebenen des Systems, also ist die Schnittcurve von der (yu— l)-ten 
Classe. Die Ebene osculiert die Cuspidalcurve und schneidet sie in weitem 



^^ 
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y— 3 Puncten; der Schnitt hat folglich v-f-^— 3 Spitzen. Aus den Formeln 
Yon Flücksb ergibt sich nun, dass diese Curve a Wendepuncte, ^—ß+2 
Doppeltangenten und ^— 3/7-f 8 Doppelpuncte besitzt. In dem eben betrach- 
teten Falle, ist der Punct m, in welchem die Ebnen P die Cuspidalcurve 
osculiert, kein Wendepunct der Schnittcurve mehr, sondern ein einfacher 
Berührungspunct mit der Geraden t, weil jetzt die Zahl /i— 2 der Tangenten, 
die yon einem Functe von t sich ausser t selbst an die Curve legen lassen, 
nur um eine einzige Einheit geringer ist als die Classe derselben. Die Schnitt- 
curve hat $—2^4*3 Doppelpuncte ; die Durchschnittspuncte der Geraden t 
mit der Schnittcurve sind weitere /?— 4 Functe der Doppelcurve, aber Jeder 
von ihnen muss als zwei Doppelpuncte des Gesammtschnittes gezählt werden, 
weil dieser die Gerade t zweimal enthält. In diesen p^i Functen wird also 
die Doppelcurve von der Ebene P berührt. Das heisst auch, jede Ebene 
des Systems enthält p — 4 Tangenten der Doppelcurve, und die Berührungs- 
puncte liegen auf der Geraden des Systems, welche in dieser Ebene liegt. ^) 
Die schneidende Ebene P sei eine der Wendeebenen des Systems. 
Dann repräsentiert die Gerade t im Schnitte drei zusammenfallende Gerade, 
wir haben also ausserdem eine Curve (yo— 3)-ter Ordnung. Diese ist von 
der (/u— 2)-ten Classe, weil eine Wendeebene zwei unmittelbar folgende Ebenen 
des Systems ersetzt, und also durch jeden Funct derselben nur noch fi — 2 
andere Ebenen hindurchgehen. Die Ebene P hat mit der Cuspidalcurve 
eine vierpunctige Berührung und schneidet sie daher in weiteren v— 4 
Functen, das heisst die Schnittcurve hat v-|-^— 4 Spitzen. Nach den Formeln 
von Flücker hat also die Curve a— 1 Wendepuncte, /' — 2/*+6 Doppeltan- 
genten und f— 3/?+13 Doppelpuncte. Dieselbe Curve wird von der Geraden t, 
welche sie im Functe m berührt in weitern p — 5 Functen getroffen, von 
denen jeder dreimal unter den Doppelpuncten des Gesatnmtschnittes gezählt 
werden muss, weil die Gerade t als eine dreifache Gerade in diesem Schnitte 
gerechnet wird. Jede Wendeebene osculiert daher die Doppelcurve in yo— 5 
Functen, die auf der Geraden des Systems liegen, welche sich in jener Ebene 
befindet. Auch der Funct m gehört der Doppelcurve an, da sich in ihm 
drei auf einander folgende Gerade des Systems schneiden, und also dieser 
Funct als Durchschnitt der ersten mit der dritten Tangente betrachtet in 
der Doppelcurve liegen muss. In diesem Functe wird die Doppelcurve von 
der Ebene P berührt, wie man aus einer oben gemachten Bemerkung folgert. 
Die Functe also, in welchen die Cuspidalcurve von den Wendeebenen berührt 
wird, gehören auch der Doppelcurve an, welche in ihnen von den nämlichen 
Ebenen berührt wird.*) 



^) Dies folgt auch aus der Bemerkung, dass die Doppelcurve in einem be- 
liebigen ihrer Functe diejenige Gerade als Tangente hat, welche den Durch- 
schnitt der beiden Ebenen bildet, die in jenem Functe die Developpable berühren. 
Daraus folgert sich ausserdem noch, dass die p — 4 erwähnten Tangenten der 
Doppelcurve auch Tangenten der Schnittcurve (p — 2)-ter Ordnung sind. 

') Es gibt noch andere gemeinschaftliche Puncto der Cuspidal- und der 
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In analoger Weise können wir die Charakteristiken der Perspectiv- 
kegel bestimmen oder sie aus dem Vorhergehenden mittelst des Princips 
der Dualität ableiten. Wir begnügen uns damit, die Resultate auszusprechen. 
Wird der Scheitel auf einer Geraden des Systems genommen, so ist 
der Perspectivkegel von der v-ten Ordnung, von der (/o— l)-ten Classe, er 
hat At+^"~2 Inflexionsgeneratrixen, ^+1 Cuspidalgeneratrixen , iy— /o+'4 Bi- 
tangentialebenen und &— 1 Doppelgeneratrixen. Man sieht also , dass eine 
Tangente der gegebenen Raumcurve für denjenigen Perspectivkegel eine Cus- 
pidalgeneratrix ist, der seinen Scheitel in einem Puncte dieser Geraden hat. 
• Wenn der Scheitel ein Punct des Systems ist, so hat der Perspectiv- 

kegel die Ordnungszahl »'-l, er ist von der (/>— 2)-ten Classe, er besitzt 
ferner ß-\-B—^ Inflexionsgeneratrixen, ß Cuspidalgeneratrixen, iy— 2/0+8 Bi- 
tangentialebenen und »— ^+2 Doppelgeneratrixen. Es folgert sich hieraus, 
dass sich in jedem ganz beliebigen Puncte der gegebnen Rapmcurve ^—4 
,' Generatrixen der doppeltberührenden Developpablen kreuzen, und dass die 

; * respectiven Tangentialebenen durch diejenige Gerade gehen, welche in jenem 

\ Puncte die gegebne Curve berührt. Diese /o— 4 Generatrixen liegen auch 

\ auf dem Perspectivkegel, dessen Scheitel der betrachtete Punct ist. 

Ist der Scheitel ein Rückkehrpunct *) des Systems, so ist der Perspec- 
tivkegel von der (v— 2)-ten Ordnung und der (jO--3)-ten Classe, er hat ferner 
A*+^~4 Inflexionsgeneratrixen, ß—l Cuspidalgeneratrixen, yj — 3/>+13 Bitan- 
gentialebenen und »— 2v-(-6 Doppelgeneratrixen. Man findet folglich, dass 
eine Spitze der gegebnen Raumcurve für die Rückkehrkante der doppelt- 
berührenden Developpablen ein (/>— 5)-facher Punct ist, und dass die ent- 
sprechenden p — 5 Tangentialebenen dieser Developpable» durch die Cuspidal- 
tangente der gegebnen Curve gehen. Diese Developpable wird auch von den 
Osculationsebenen der gegebnen Curve in den Spitzen berührt. 

14. Um ein Beispiel zu geben, denken wir uns eine Developpable A-ter 
Classe gegeben, deren Tangentialebenen den Puncten einer Geraden a projec- 
tivisch entsprechen. Von welcher Ordnung ist dann diese abwickelbare 
Fläche? Nimmt man eine beliebige Gerade r, so gehen durch einen belie- 
bigen Punct tv derselben ß Tangentialebenen, denen auf a eine Gruppe von 
ß Puncten t entspricht. Nehmen wir dagegen auf a eineh Punct t, so ent- 



Doppelcarve ausser den Puncten, in denen die erstere von den Wendeebenen be- 
rührt wird. Es sind n&mlich die Spitzen der Cuspidalcurve ebenfalls in der Doppel- 
cnrve gelegen, weil in jeder derselben sich drei aufeinanderfolgende Gerade des 
Systems schneiden. Wenn ausserdem die Tangente in einem Puncte der Cuspi- 
dalcurre diese Curve noch in einem andern Puncte fcrifFt, der nicht unmittelbar 
folgt, 60 ist dieser f&r die Doppelcurve eiue Spitze, weil in ihm zwei unmittelbar 
folgende Gerade des Systems von einer dritten nicht benachbarten geschnitten 
werden. 

*) Wäre der Scheitel ein /o-facher Punct der Curve, so wäre der Perspectiv- 
kegel von der (v — yo)-ten Ordnung, Weil jede Ebene durch diesen Punct die Carve 
nur noch in v — p andern Puncten träfe. 
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spricht diesem eine Tangentialebene, die r in einem Pancte vf schneidet, und 
die andern ß — 1 Tangentialebenen, die durch m gehen, bestimmen die andern 
ß—l Puncte der Gruppe auf a. Es folgt also, dass, wenn vt sich auf r 
bewegt, die Gruppe der Puncte t auf a eine Involution A-ten Grades er- 
zeugt, die der einfachen von den Puncten m gebildeten Punctreihe projec- 
tivisch ist.*) Diese Involution hat 2(ai — 1) Doppelpuncte, das heisst 2(At— 1) 
Gruppen, deren jede zwei zusammenfallende Puncte t besitzt. Jeder solchen 
Gruppe entspricht auf r ein Punct, in welchem zwei der ß Tangentialebenen 
zusammen fallen, das heisst ein Punct, der entweder einer Wendeebene oder 
dem Durchschnitt zweier unmittelbar folgender Tangentialebenen angehört, 
das heisst der Developpablen. Wir haben also, a=:0,0=sO vorausgesetzt, 

und man zieht nun aus den Formeln von Catlb7 : 

ß = 4(itt-3), 

^"" 1:2 ' 

dß^-bSfi + 80 
1.2 
e = 2(/^-2)(^-3), 
r) = 2(^-lX/^- 3), . . . ^) 



CAPITEL m. 

OBERFLÄCHEN BELIEBIGER ORDNUNG. 

15. Wir wollen eine beliebige Oberfläche als den Ort aller Lagen eines 
Functes betrachten, der sich continuierlich im Räume nach einem solchen 
Gesetze bewegt, dass eine willkürliche Gerade ein System getrennter Lagen 
des Mobils enthält. ") 



») MnleUung, Nr. 21. 

*) Salmon, On the clasnficaiion 0/ curves 0/ double eurvature (Cambridge and 
Dublin Math. Journal, T. 5; 1850). Man sehe ausserdem den ausgezeichneten 
Treatise an the analytic geometry of three dimeneions (2d. ed. Dublin 1865) dess- 
selben Verfassers oder die deutsche Ausgabe, welche Prof. Fiedler davon gemacht 
hat mit reichen Zusätzen. (AncUytische Geometrie des fiaumes, Leipzig 1863 — 65). 

^) Das heisst in der Art, dass alle aufeinanderfolgende Lagen des sich be- 
wegenden Punctes von der Variation zweier unabhängiger Parameter abh&ngen. 
Eine Oberfläche ist folglich eine doppelt unendliche JReihe von Puncten, Es folgt 
noch, dass die zwei Flächen gemeinschaftlichen Puncte eine einfach unendliche 
Reihe, das heisst eine Carve bilden (6). 
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Die Oberfläche heisst von der v-ten Ordnung, wenn eine beliebige 
Gerade sie in v (reellen, imaginären, verschiednen, zusammenfallenden) Punc- 
ten triflit. Hat folglich eine Gerade mehr als v Puncte mit einer Fläche 
v-ter Ordnung gemein, so liegt die Gerade vollständig auf der Fläche. 
Eine Fläche erster Ordnung ist eine Ebene. 

Eine Ebene schneidet eine Oberfläche i^-ter Ordnung in einer Curve 
ebenfalls von der v-ten Ordnung. 

Eine Gerade heisst Tcmgente einer Fläche, wenn sie dieselbe in zwei 
unendlich nahen Puncten trifl^ (zweipunctige Berührung), sie heisst eine Oe- 
culierende, wenn sie dieselbe in drei oder mehr unmittelbar folgenden Puncten 
schneidet (dreipunctige, . . . Berührung). 

16. Durch einön Punct m einer gegebenen Oberfläche ziehe man zwei 
Gerade ^, r', die in ihm die Fläche berühren mögen. Die Ebene rr' schneidet 
die Flä(^e in einer Curve / die in m eine doppelte Berührung sowohl mit 
r als mit r' hat. Es ist folglich m ein Doppelpunct für die Curve l ^), Alle 
Geraden also, die in der Ebene rr' durch m gezogen werden können, haben 
in diesem Puncte eine zweipunctige Berührung mit /, das heisst, sie sind Tan- 
^ genten der Fläche. Unter ihnen gibt es nur zwei, die Tangenten an die 

beiden Zweige von l, welche in m eine dreipunctige Berührung mit l ein- 
', gehen und also auch mit der Fläche. Wir nennen sie die Osadierenden im 

Puncte m. ') Jede Ebene, die durch eine dieser Geraden gelegt ist, schneidet 

die Fläche in einer Curve, die in m eine dreipunctige Berührung mit dieser 

^ Geraden hat, das will sagen, in einer Curve, für welche m ein Wendepunct 

und die Gerade eine Wendetangente ist. 
! Die beiden Osculierenden sind reell oder imaginär, jenachdem m für l 

*» ein wirklicher Knotenpunct oder ein conjugierter Punct ist. Im ersten Falle 

\ heisst m ein hyperbolischer Ftmct, im zweiten Falle ein elliptischer. Ist m 

■\ eine Spitze für die Curve l, so fallen die beiden Osculierenden in eine ein- 

zige Gerade zusammen, und m heisst ein parabolischer Punct, ^) 
i Im Allgemeinen liegen alle Tangenten der Oberfläche im Puncte m in 

; der Ebene rr\ das heisst, eine durch m' ausserhalb dieser Ebene gelegte 

^ Gerade hat dort im Allgemeinen nur einen einzigen Punct mit der Fläche 

'! gemein. *) Verhielte es sich aber mit einer so gezogenen Geraden r" anders, 

, so hätte dies für jede andere Gerade r'" ebenfalls statt, die durch m geht. 

< In der That, hat r" in m einen zweipunctigen Contact mit der Fläche, so 

schneidet die Ebene r"r'" die Fläche in einer Curve, welche in m von r" 
berührt wird und auch von der Durchschnittsgeraden der beiden Ebenen 



j' 



^) Einleitung, Nr. 31. 

') Inßexional tangents nach Salmon, HaupttangerUen nach ClebSCh. Enthält 
die Fläche eine Gerade, so ist diese eine Osculierende für jeden ihrer Puncte. 

^) In einer Developpablen, die Kegel eingeschlossen, sind alle Puncte parabo- 
lisch. Die Osculierenden fallen mit den Erzeugenden zusammen. 

*) DupiN, Diveloppement de g4om4trie^ Paris 1813, p. 59. 
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r*'r"' und rr', also auch durch r'". Unter dieser Voraussetzung haben 
also alle durch m gelegte Geraden in ihm einen zweipunctigen Contact mit 
der Fläche, und alle Ebenen durch m schneiden die Fläche in Curven, die 
in m einen Doppelpunct haben. Diese Sache iindet aber nur in singulären 
Pimcten der Fläche statt. 

Die Ebene rr', in der alle Gerade, welche die Oberfläche in einem 
gewohnlichen Puncte m berühren, enthalten sind, heisst die Tangentialebene 
der Fläche in m. Eine Tangentialebene in einem beliebigen Punct einer 
Fläche schneidet daher diese in einer Curve, die zwei reelle oder imaginäre 
Zweige besitzt, welche sich im Berührungspuncte durchkreuzen. *) 

Mann kann auch sagen, dass die Tangentialebene der Fläche in m der 
Ort der Geraden ist, welche in ihm die auf der Fläche gezogenen Linien 
berühren. '^ 

Glosse der Oberfläche nennen wir die Zahl der Tangentialebenen, die 
man durch eine beliebige im Baum gegebene Gerade legen kann. 

17. Wenn drei Gerade, die nicht in derselben Ebene liegen, und damit 
auch alle Geraden durch tn, dort die Flache in zwei zusammenfallenden 
Pnncten treffen, so heisst m ein Doppelpunct für diese Fläche. Jede durch 
ihn gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer Curve, für welche er ein 
Doppelpunct ist ; die Tangenten an die beiden Zweige haben mit der Curve 
eine dreipunctige Berührung. Es gibt daher eine unbegrenzte Zahl von Ge- 
raden, die im Doppelpuncte m einen dreipunctigen Contact mit der Fläche 
haben, und der Ort derselben ist ein Kegel zweiter Ordnung (1). Jede 
Tangentialebene dieses Kegels schneidet die gegebene Fläche in einer Curve, 
für welche m eine Spitze bildet. Wir werden im Folgenden zeigen, dass 
es sechs Erzeugende dieses Kegels gibt, von denen jede in m eine vier- 
punctige Berührung mit der Fläche hat. 

Es kann sich ereignen, dass der Kegel sich in zwei Ebenen P, Q auf- 
löst. In diesem Falle sind die Osculierenden diejenigen Geraden, welche 
durch m gehen und in P oder Q liegen. Die Ebenen, welche durch die 
Gerade PQ gehen, schneiden die Fläche in Curven, für welche m eine 
Spitze ist. Der Schnitt, den jede der Ebenen P, Q macht, ist eine Curve 
mit einem dreifachen Puncte in m. Dies ist sogleich klar, wenn man be- 
achtet, dass jede Gerade, die durch tn geht und in einer dieser Ebenen liegt, 
die Oberfläche und folglich auch die Curve in drei Puncten schneidet, die 
sämmtlich mit tn zusammenfallen. Die Tangenten an die drei Zweige sind 
ebensoviele Gerade, die in tn mit der Fläche einen vierpunctigen Contact 
besitzen. 

Es kann femer vorkommen, dass die Ebenen P, Q in eine einzige zu- 
sammenfallen, die dann die einzige ist, welche die Fläche in einer Curve 



*) Plücuer, Ueber die allgemeinen Gesetze, nach welchen irgend zwei Flächen 
einen Contact der verschiedenen Ordnungen haben, (Crelles Journal, Bd. 4; 1829. 
S. 359). 

Gbemoxa, OberflAchen. 2 
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mit dreifachem PuDcte m schneidet. Jede Ebene darch m gibt in diesem 
Falle eine Curve mit einer Spitze in diesem Puncte. 

Um diese drei Arten von Doppelpuncten zu unterscheiden^ pflegt man 
sie conischen Punct, Biplanarpunct, Uniplanarpunct zu nennen. *) 

Man kann noch weitere Verschiedenheiten des Biplanarpunctes unter- 
I scheiden, je nachdem eine oder zwei oder drei Gerade, die einen vierpunc- 

1 tigen Contact mit der Flache haben, mit der Durchschnittsgeraden der beiden 

Tangentialebenen zusammenfallen; und ebenso des Uniplanarpunctes, je nach- 
dem die drei Geraden mit vierpunctigem Contact verschieden sind oder zu- 
'j sammenfallen. ^) 

•j 18. Eine Fläche kann auch dreifache^ vierfache, . . . , beliebig vielfache 

Puncte haben. Ein Punct m heisst jO-fach, wenn eine beliebig durch m ge- 
. legte Gerade in ihm die Fläche in p zusammenfallenden Puncten schneidet. 
j Jede durch tn gelegte Ebene schneidet dann die Fläche in einer Curve mit 

einem jO-fachen Punct in m, und die Tangenten an die p Zweige haben dort 
eine (/o+l)-punctige Berührung mit der Fläche. Es gibt folglich eine un- 
begrenzte Zahl von Geraden, die mit der Fläche eine (p-^iy^xxnctigQ Berüh- 
j rung in m haben, und der Ort derselben ist ein Kegel p-ter Ordnung. Wir 

\ werden später zeigen, dass p{p-\- 1) Erzeugende dieses Kegels mit der Fläche 

• eine (^-}"2)-punctige Berührung haben. Der Kegel kann in gewissen Fällen 

j in Kegel niederer Ordnung zerfallen oder auch in p Ebenen, die noch von 

einander verschieden sein können, oder zum Theil oder sämmtlich zusammen- 
j fallen, und so vielerlei Arten von jO-fachen Puncten Entstehung geben. 

) Eine Fläche kann aber niemals einen vielfachen Punct haben, dessen 

.] Grad der Multiplicität die Ordnung derselben übersteigt, denn in solchem 

j Falle würde jede Gerade, die durch diesen Punct ginge, mehr Puncte mit 

i der Fläche gemein haben, als deren Ordnungszahl zulässt, das heisst, sie würde 

: vollständig auf der Fläche liegen. 

» Hat eine Oberfläche v-ter Ordnung einen »'-fachen Punct 0, so ist sie 

nothwendigerweise ein Kegel mit dem Scheitel in 0. Denn es würde jede 
f Gerade, welche mit einem andern Puncte der Fläche verbindet, vollständig 

auf derselben liegen, da sie v-j-1 Puncte mit derselben gemein hat. ^) 



^) Der Scheitel eines Kegels zweiter Ordaang» ein beliebiger Punct der Doppel- 
corve und ein beliebiger Punct der Caspidalcorve einer Developpablen sind Bei* 
spiele dieser drei Arten von Doppelpuncten. 
' *) ScHLAEFLi, On the distrihution of aurfaces of the third order into spedes 

(Philosophical Transactions, 1863) p. 198. 

^ Welche Zahl von Bedingungen bestimmt eine Oberfläche v-ter Ordnung? 

Es sei ^p^i ^^® Zahl der Bedingungen, die erftillt sein müssen^ damit die 

Fläche einen (p — l)-fachen Punct m hat. Die Geraden, die in m einen /O-fachen 

{p-l)(p'\-2) 
Contact haben, bilden dann einen Kegel (/o— -l)-ter Ordnung, der durch — t-ö 

Erzeugende individualisiert wird. Wenn man folglich festsetzt, die Oberfläche solle 
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Eine Oberfläche kann auch vielfache Linien haben, das heisst Linien, von 
denen alle Pnncte vielfache Puncte der Fläche sind. *) So haben wir zum Beispiel 
schon gesehen, dajBS eine Developpable im Allgemeinen eine Doppelcnrve und 
eine Cuspidalcurve hat. Besitzt eine Fläche eine p-f&che Curve v-ter Ord- 
nung und eine Cuspidalcurve i^'-ter Ordnung, so hat der Schnitt, den eine 
beliebige Ebene auf der Fläche bewirkt, eine Zahl von v ^-fachen Puncten 
und V Spitzen. Eine Fläche v-ter Ordnung, die nicht der Complex mehrerer 
Oberflächen niederer Ordnung ist, kann keine Doppelcurve besitzen, deren 

Ordnungszahl grösser wäre als r-^ » da eine ebene Curve nicht mehr 

als diese Zahl von Doppelpuncten haben kann, ohne in Curven niederer Ord- 
nung zu zerfallen. *) 



in m mit t-ö + 1 beliebig durch m gelegten Geraden, die nicht auf 

einem Kegel (/>—l)-ter Ordnung liegen, eine />-punctige Berührung haben, so wird 

nt ein ^-facher Fnnct. Daraus folgt, dass f = 4\o— i 4" T^ 4* 1» ®^®' 

p(p+l)ip+2) 
$ = T'nö iat. Hat aber eine Fläche v-ter Ordnung einen v-fachen 

p X'Ztö 

Puncty 80 ist sie ein Kegel, der, sobald der Scheitel gegeben ist, durch — r-^ — 

Bedingungen bestimmt ist. Daher ist die Zahl der Bedingungen, die eine FlAche 
v-ter Ordnung bestimmen: 

v(v+l)(v-|-2) yju+S) _ v(v'+6v+ll) _ (>^+l)(v+2)(*^+3) _ 
1.2.3 "^1.2 "" 1.2.3 "■ 1.2.3 ^' 

Biese Zahl bezeichnen wir im Folgenden durch das Symbol ]l(v). In der 
That ist It(v)-{-l genau die Zahl der Coefficienten in einem vollständigen Polynom 
v-ten Grades zwischen drei Variablen. 

') Eine Curve ist /o-fach, wenn sich in derselben p Schalen der Oberfläche 
schneiden, und diese hat folglich in jedem Puncte der p-hchen Linie p Tangen- 
tialebenen, das hcisst, der Ort der Geraden, welche in diesem Puncte einen (p-^-l)- 
fachen Contact mit der Fläche haben, ist aus p Ebenen gebildet. Hat also 
eine Fläche v-ter Ordnung z. B. eine Doppelgerade r, so ist jeder Punct derselben 
ein Biplanarpnnct. Eine beliebig durch r gelegte Ebene P schneidet nämlich die 
Fläche in einer Curve (v — 2)-ter Ordnung, die (v — 2) Puncte mit r gemein hat. 
Es sei a einer dieser Puncte. Jede Gerade durch a in der Ebene P gezogen hat 
dort drei zusammenfallende Puncte mit der Fläche gemein, folglich zerfällt der 
Oscnlationskegel in a in zwei Ebenen^ deren eine F ist. Legen wir nun durch 
d eine beliebige Ebene ^, so schneidet diese die Fläche in einer Curve mit 
Doppelpunct in a; eine der respectiven Tangenten ist die Gerade PJE, die 
andere bestimmt sich als Durchschnitt von JE und der zweiten Tangentialebene P' 
,der Oberfläche in a. Die Ebenen P, P' sind derart verbunden, dasS jeder Lage 
der einen v — 2 Lagen der andern entsprechen^ folglich finden 2(v— 2) Lagen statt, 
Ar welche P, P zusammenfallen (Einleitung, Nr. 83)i es gibt also 2(v — 2) Uni- 
planarpuncte auf der Doppelgcraden r. 

') Einleitung, Nr. 35. 

2 * 
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Hat ein Kegel ansser seinem Scheitel o noch einen andern /o-fachen 
Punct b, so ist die Gerade oh eine />-fache Gerade. Dies ist augenschein- 
lich, wenn man beachtet, dass der durch eine Ebene, die beliebig durch 
o\> gelegt ist; entstehende Schnitt in h einen /o-fachen Punct haben muss, 
und dass ausserdem der Kegel aus Geraden besteht, die sämmtlich in o zu- 
sammenlaufen, dass also p dieser Geraden mit od zusammenfallen. 

19. Wir haben gesehen, dass die Tangentialebene einer Fläche in einem 
gewöhnlichen Puncte derselben die Fläche in einer Curve schneidet, für 
welche der Berührungspunct ein Doppelpunct ist. Schneidet umgekehrt eine 
Ebene die Fläche in einer Curve mit Doppelpunct in m, und ist dieser kein 
Doppelpunct der Fläche *), so berührt die Ebene die Fläche in m, weil 
alle Geraden, die in der Ebene durch m gehen, dort einen zweipunctigen 
Contact mit der Curve also auch mit der Fläche haben. 

Aber es besteht ein weit aligemeineres Theorem. Haben zwei be- 
liebige Flächen einen gemeinschaftlichen Punct m und in ihm dieselbe Tan- 
gentialebene, das heisst, berühren sich die beiden Flächen im Puncte m, so 
schneidet jede Ebene, die durch diesen Punct geht, die beiden Flächen in 
zwei Linien, die sich in m berühren; diese Ebene hat also in m mit der 
Durchschnittscurve der beiden Flächen eine zweipunctige Berührung, das 
heisst soviel, als, die Curve hat in m einen Doppelpunct *). Die gemein- 
schaftliche Tangentialebene schneidet beide Flächen in Curven, die in m einen 
Doppelpunct besitzen, und hat folglich dort eine vierpunctige Berührung mit 
der Durchschnittscurve beider Flächen. In dieser Ebene liegen die Tan- 
genten an die beiden Zweige der Curve, und diese beiden Geraden haben 
jede, wenn man durch sie eine schneidende Ebene legt, mit der Schnittcurve 
eine dreipunctige Berührung in m, das heisst, die Schnitte der beiden Flächen 
osculieren sich in diesem Puncte. Fallen beide Tangenten zusammen, das 
heisst, hat die Curve im Puncte m eine Spitze, so sagt man, die beiden 
Flächen haben eine stationäre Berührung, 

Gäbe es in der Tangentialebene durch m noch eine dritte Gerade, so 
dass die durch selbe gelegten Ebenen die beiden Flächen in Curven schnitten, 
die sich osculierten, so hätte die Schnittcurve beider Flächen in m einen 
dreifachen Punct, folglich hätte jede Ebene durch m in ihm einen dreipunc- 
tigen Contact mit der Curve, dass heisst, sie schnitte die beiden Flächen in 



') So schneidet zum Beispiel eine Ebene, die durch eine Oeneratriz einer 
Developpablen /?-ter Ordnung geht, diese J^läche in der Erzeugenden und einer 
Curve (/o— l)-ter Ordnung, welche von der Geraden in einem Puncte osculieri 
wird und \n />— 4 andern Puncten geschnitten. Aber diese Puncte sind keine 
wirklichen Beruh rungspunete. Der erste gehört der Cuspidalcunre, die andern 
der Doppelcttrve an. 

') Hat umgekehrt die gemeinschaftliche Curve zweier Flächen einen Doppel- 
punct, der weder ftir die eine noch die andere Fläche ein Doppelpunct ist, so 
berühren sich die beiden Oberflächen in diesem Puncte. 
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CurveD; die sich osculieren. In diesem Falle sagt man, die beiden Flächen 
osctUieren sich in m. ^i® haben in m die beiden Osculierenden gemein, 
and diiB Tangentialebene hai in diesem Puncte, da sie beide Flächen in 
Curven mit Doppelpunct in m und denselben Tangenten in diesem Puncto 
schneidet, einen sechspunctigen Contact mit der Durchschnittscurve beider 
Flächen. Die Tangenten an die drei Zweige dieser Curve sind die Geraden, 
durch welche die Ebenen gehen, welche die Flächen in Curven mit vier- 
punctigem Contact in m schneiden. 

20. Zwei Flächen von den Ordnungen v,v' werden von einer willkür- 
lichen Ebene in zwei Curven geschnitten, welche vv' Functe gemein haben. 
Beide Flächen schneiden sich also in einer Curve vv'-ter Ordnung. ') Da die 



'*) Im Allgemeinen sagt man^ zwei Flächen haben in einem Functe m einen 
Contact der Ordnung p, wenn eine willkürliche Ebene, die durch nt geht, dieselbe 
in zwei Cunren schneidet, die dort eine (/o-|-l)-punctige Berührung haben. Die 
Durchschnittscurve beider Flächen hat dann in nt einen (p-\-l)'hehen Punct 
(Plückeb, a, a, 0. S. .351>) Man sieht leicht, dass, wenn eine Fläche mit einer 
andern gegebenen Fläche eine Berührung /o-ter Ordnnng in einem ebenfalls gegebe- 
nen Functe eingehen soll, dies dasselbe ist, als ob sie durch o 

(hier unendlich nahe) Puncte gehen müsste. 

') Durch die Curve der Ordnung v', Durchschnitt zweier Flächen v-ter Ord- 
nung, geht eine unbegrenzte Zahl anderer Flächen derselben Ordnung. Dies be- 
weist man, indem man beachtet, dass entweder die gleiche Eigenschaft für die 
Curve Platz greift, die aus dem Durchschnitt beider Flächen durch eine beliebige 
Ebene entsteht, oder auch, dass, wenn £^=0, F= die Gleichungen dieser Flächen 
sind, die Gleichung U-\-k F" = für jeden Werth des Parameters X eine Fläche 
repräsentiert, welche durch sämmtliche gemeinschaftliche Puncte der beiden ge- 
gebenen hindurchgeht. 

Wir haben anderwärts (IS) bewiesen, dass eine Fläche v-ter Ordnung durch 
tt(v) Bedingungen gegeben ist Durch It(v) beliebig im Räume gegebene Puncte 
geht also eine Fläche v-ter Ordnung, aber auch nur eine einzige, weil, sobald 
durch diese Puncte zwei Flächei) dieser Ordnung gingen, in Gemäss der eben 
bemerkten Eigenschaft, sich eine unbegrenzte Zahl anderer ebenfalls durch die- 
selben beschreiben Hessen. 

Durch It(v)— 1 gegebene Puncte lässt sich eine unbegrenzte Zahl von Flächen 
v-ter Ordnung legen, von denen zwei sich in einer Curve v*-ter Ordnnng schneiden, 
die durch alle jene Puncte geht. Durch diese Curve gehen unzählig viele andere 
Flächen derselben Ordnnng, nämlich die, welche die gegebenen Puncte enthalten. 
Also haben wir den Satz: 

Alle Flächen v-ter Ordnung^ welche durch tt(v)— 1 beliebig gegebene Puncte 
gehen, schneiden sich auf einer und derselben Curve v'^-ter Ordnung, 

oder auch: XHy) — 1 beliebig gegebene Puncte bestimmen eine Curve der v^-ten 
Ordnnng, durch die eine unbegrenzte Zahl von Flächen v-ter Ordnung geht. 
Plückeb, Recherches sur les sur/aces algibriques de tous les degris (Annales de 
Math^matiques par Gergonne, T. 19; 1828—1829). 

Der Complez aller Flächen v-ter Ordnung, die durch dieselbe Curve v'-ter 
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Tangente dieser Ciirve in einem beliebigen ihrer Puncto dort beide Flächen 
berühren muss, so ist sie der Durchschnitt der Ebenen, welche in demselben 
Puncte beide Flächen berühren. Die Doppelpuncte der Curve sind, wenn 
sie nicht Doppelpuncte für eine der beiden Flächen sind, Berührungspuncte 
derselben. Schneiden sich die Flächen in zwei getrennten Curven, so 
ist jeder gemeinschaftliche Punct dieser Curven ein Berührungspunct der 
Flächen. 

Ist ein gemeinschaftlicher Punct zweier Flächen für die erste ein /o-facher 
für die zweite ein /o'-facher Punct, so ist er für die beiden Flächen gemein- 



Ordnung geben, heisst ein Flächenhilachel v-ierOrdnung, Durch einen beliebig 
im Baum gegebenen Punct geht nur eine Fl&che des Büschels. Ist umgekehrt 
ein Complex von Flächen v-ter Ordnung lt(v) — 1 gemeinschaftlichen Bedingungen 
unterworfen und so beschaffen, dass durch einen willkürlichen Punct des Baumes 
nur eine Fläche geht, so ist die Curve, die zweien von ihnen gemein ist, allen 
gemem, und der Complex bildet ein Büschel. Die Tangente der Basia-Curve^ 
gemeinschaftliche Curve aller Flächen des Büschels, in einem beliebigen ihrer 
Puncte liegt in der Tangentialebene jeder Obcrü&che des Büschels; also gehen die 
Ebenen, welche die Flächen eines Büschels in demselben Puncte t der ßasis- 
Cnrve berühren, durch ein und dieselbe Gerade t, das heisst, sie bilden«in Ebenen- 
büschel. Jeder Fläche des Büschels entspricht eine Tangentialebene, ebenso ent- 
spricht umgekehrt jeder Ebene durch t eine Fläche des Büschels, nämlich diejenige 
Fläche , welche durch einen Punct der Ebene geht , der unmittelbar benachbart t 
ist, aber ausserhalb t liegt. Wir sagen deshalb, das Flächenbüschel und das Büschel 
der^Tangentialebenen sind ^rojoctivisch, und wir verstehen unter DoppelverTiällniss 
von vier Flächen des Büschels das Doppelverhältniss der vier entsprechenden Tan- 
gentialebenen in einem beliebigen Puncte der Basiscurve. Zwei Flächenbüschel 
kann man projectivisch nennen, wenn das Büschel der Tangentialebenen in einem 
Puncte der Basiscurve des ersten Büschels dem Büschel der Tangentialebe- 
nen in einem Puncte der Basiscurve des zweiten Büschels projectivisch ist, oder 
auch, wenn die Flächen des ersten Büschels eindeutig den Flächen des andern 
Büschels entsprechen. 

Ein Flächenbüschel wird offenbar durch eine Ebene in Curven geschnitten, die 
ein Büschel bilden. 

Man kann ferner leicht die Zahl der Puncte finden, welche die Curve ViVa-ter 
Ordnung bestimmen, die den Durchschnitt zweier Flächen der vi-ten und Va-tea 
Ordnung bildet, vt>>V2 vorausgesetzt. Die beiden Flächen seien Fi,F2 und es 
sei F eine beliebige Fläche von der Ordnung vi — Vt. Die Curve Vi'-ter Ordnung 
in welcher die Fläche Fi das System der Flächen FtF schneidet, ist die Basis 
eines Büschels vi-ter Ordnung, man kann also durch sie und durch einen andern 
beliebig im Baume gewählten Punct eine neue Fläche vi-ter Ordnung legen. F 
kann aber, da sie ganz willkürlich ist, Xt(vi — v«) Bedingungen genügen, folglich 
kann man durch die Curve FiFt und durch ItC^^i — ^3)-|~l Puncte eine Fläche 
Vi-ter Ordnung legen. Aber eine Fläche dieser Ordnung ist durch ]l(vi) Bedingungen 
gegeben, folglich enthalten alle Flächen v,-ter Ordnung, die durch XI (vi) — ll(vi — v«) — 1 
beliebige Puncte der Curve viV2-ter Ordnung gehen, diese vollständig. Diese 
Curve ist also durch obige Zahl von Bedingungen gegeben. Jacobi, De relatio- 
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schaftliche Curve ein ^/^'-facher Punct. Denn eine beliebig durch ihn ge- 
legte Ebene schneidet beide Flächen längs zweier Curven, die in diesem 
Puncte bezüglich p und p* sich kreuzende Zweige besitzen und also 
dort pp' zusamraenfallenden Punct en haben. Wäre der gemeinschaftliche 
Punct für beide Flächen ein /o-facher Punct, und hätten beide daselbst den 
nämlichen Osculationskegel, das ist den Ort der Geraden, welche dort die 
Fläche in /»+1 unmittelbar folgenden Puncten treffen, so hätten beide Schnitt- 
linien den /7-fachen Punct und die p Tangenten gemein also auch p^-{-p zu- 
sammenfallende gemeinsame Puncte; es wäre folglich dieser Punct für die 
beiden Flächen gemeinsame Curve ein p(p-\-iyhcher Punct. 

Wenn zwei Flächen sich berühren, sich osculiereu; . . . längs einer 
Curve, das heisst in allen Puncten einer Curve, so muss diese zweimal, 
dreimal, ... bei den vollständigen Durchschnitt gezählt werden. Das ist 
klar, wenn man beachtet, dass eine beliebige Transversalebene beide Flächen 
in Curven schneidet, die unter sich soviele zweipunctige, dreipunctige,. . . . 
Contacte haben, als die Ordnung dieser Curve gross ist. 

Ist eine Curve für eine Fläche eine /i-fache Curve und für eine andere 
Fläche /i'-fach, so muss man sie bei der Durchschnittscurve beider Flächen 
pp^-mal zählen. 

21. Nimmt man als für sich klar an, dass die Zahl der Puncte, 
in denen eine Curve v-ter Ordnung von einer Fläche v'-ter Ordnung ge- 
schnitten wird, nur von den Zahlen v und v' abhängt, so kann man schliessen, 
dass die Fläche die Curve in w' Puncten schneidet, weil dies die Zahl der 
Durchschnittspuncte wäre, im Falle die zweite Oberfläche aus u' Ebenen 
zusammengesetzt wäre. Es folgt daraus, dass, wenn eine Curve v-tev Ord- 
nung mehr als W Puncte mit einer Fläche V-ter Ordnung gemein hat, 
dieselbe vollständig auf der Fläche liegt. 

Ist ein Punct für die Curve p-f&ch, für die Fläche )o'-fach, so zählt er für 
pp' Durchschnittspuncte. So trifft zum Beispiel ein Kegel ^'-ter Ordnung, 
dessen Scheitel in einem /o-fachen Punct einer Curve ^-ter Ordnung liegt, 
diese letztere in noch weiteren vp'—pp' Puncten. Der Perspectivkegel der 
Curve nämlich, der seinen Scheitel in diesem Puncte hat (13), ist von der 
{v — /9)-ten Ordnung und schneidet folglich den ersten Kegel längs p'i^—p) 
Generatrixen. 



nibua , ^[tuie locum habere debent inter puncta inlersectionis etc. (Grelles Journal, 
Bd. 15; 1830)). 

v(v+3) 
So ist zum Beispiel eine ebene Curve v-ter Ordnung durch — - — -—^Puncte 

bestimmt; die Durchschnittscurve einer Quadrifläche mit einer Fläche v-ter Ord- 
nung ist bestimmt durch v(v-|-2) Puncte; die Durchschnittscurve einer cubischen 
Fl&che, das heisst einer Fläche dritter Ordnung, mit einer Fläche v-ter Ordnung 

ist bestimmt durch ^i±pl Ponete; u. s. w. 

1 • M 
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Man sagt eine Curve und eine Fläche haben einen zweipunctigen Contactj 
weun sie zwei unendlich nahe Puncte gemein haben, das heisst, wenn eine 
Gerade sie beide in demselben Puncte zweipunctig berührt; sie haben ferner 
einen dreipunctigen Contctct, wenn sie drei unendlich nahe Puncte gemein 
haben, das heisst, wenn eine Ebene die Curve in demselben Puncte oscu- 
liert, in dem sie die Fläche berührt; u. s. w. 

Der Durchschnitt zweier Flächen yi-ter und va-ter Ordnung ist eine 
Curve viV2-ter Ordnung, welche mit einer Fläche va-ter Ordnung viViVs 
Puncte gemein hat. Drei Flächen von den Ordnungen vt, V2, va haben daher 
V1V2V3 gemeinschaftliche Durchschnittspuncte. ') 

Hätten drei Flächen einen gemeinschaftlichen Beruh rungspunct, so zählte 
dieser als vier Durchschnittspuncte. Denn die Curve, die den beiden ersten 
Flächen gemein ist, hat mit der gemeinschaftlichen Tangentialebene und 
also auch mit der dritten Fläche eine vierpunctige Berührung. 

22. Zwei Flächen v-ter und v'-ter Ordnung mögen eine Berührung (/o— l)-ter 
•| Ordnung längs einer. Curve A^-ter Ordnung haben, dann schneiden sie sich ausser- 

dem noch in einer Curve (vv'--^/jt)-ter Ordnung. Eine Fläche der v"-ten Ordnung, 
die mit der ersten Curve im Puncte eine «r-punctige Berührung hat, schneidet 
diese in andern v"At— «rPuncten, und trifft die zweite Curve in v"(vv'— /?/jt)Puncten. 
Folglich haben die beiden Curven, in denen die dritte Fläche die beiden ersten 
schneidet, v^'ß—tr ^-punctige Contacte und v"{yv'^pfj) einfache Durch- 
schnittspuncte. Da nun die gemeinschaftlichen Puncte dieser Curven die- 
jenigen sind, in welchen sich die drei Flächen schneiden, so haben die Curven 

vv'y" — p{y"fi—&) — v"{vv' — pfji)z= p<r 
aufeinanderfallende Durchschnittspuncte in 0: das heisst die beiden Curven 
haben in einen /Oö'-punctigen Contact. *) 
1 Der Satz lässt sich nicht anwenden, wenn /£ = l und v" = l ist. Eine 

^. Developpable v-ter Ordnung wird zum Beispiel von einer ihrer Tangential- 

i ebenen längs einer Generatrix berührt und von derselben in einer Curve 

< (v— 2)-ter Ordnung geschnitten, welche die Generatrix in einem Puncte a 

t berührt und sie in andern v--4 Puncten schneidet. Eine andere Ebene, die 

j auch durch die Generatrix geht, schneidet die abwickelbare Fläche in einer 

j Curve der (v-l)-ten Ordnung, die in mit der Generatrix v— 1 — (y— 4) 

; Puncte gemein hat, das heisst, diese Curve wird durch die Generatrix oscu- 

i liert, wie wir schon anderweitig gesehen haben (13). 



•■I 



■-»•i 



1) Dies entspricht dem analytischen Factum, dass drei algebraischen Gleichungen 
des vi-ten, vz-ten, vs-ten Grades zwischen drei Variablen gleichzeitig durch vi vt Vi 
Systeme von Werthen dieser Unbekannten genügt wird. 
• 2) DüPiN, Ddveloppements^ p. 231. 
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CA PI TEL IV. 

OBERFLÄCHEN ZWEITER ORDNUNG. 

23. Eine Fläche heisst von der zweiten Ordnung, oder eine Quadri- 
fläche (15), wenn eine beliebige Gerade sie in zwei (reellen, imaginären, ge- 
trennten, zusammenfallenden) Puncten trifft, oder auch, wenn eine beliebige 
Ebene sie in einem Kegelschnitt oder einer Linie zweiter Ordnung (die reell 
oder imaginär sein kann) schneidet. 

Hat eine Gerade mit der Fläche drei Puncto geroein, so liegt sie voll- 
ständig auf derselben, und eine Fläche enthält also die beiden Geraden voll- 
ständig, welche sie in einem beliebigen Puncte m (IG) osculieren. Diese 
Geraden bilden den Durchschnitt der Fläche mit der Tangentialebene in m, 
da eine Curve zweiter Ordnung mit einem Doppelpunct sich nothwendiger- 
weise in zwei (reelle, imaginäre, getrennte, zusammenfallende) Gerade ^, g' 
auflöst. 

Wir nehmen zuerst an, die Geraden g, g' fielen zusammen. In diesem 
Falle berührt die Ebene die Fläche in allen Puncten der Gerade g. Eine 
andere durch g gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer neuen Geraden, 
welche die erste in einem Puncte t> schneidet, der für die Fläche ein Doppel- 
punct ist, da diese in ihm von beiden Ebenen berührt wird (17). Aber 
eine Fläche zweiter Ordnung mit einem Doppelpunct ist ein Kegel mit dem 
Scheitel in diesem Puncte (18), und es fallen daher in jedem Puncte m die 
beiden Geraden g, g' in eine einzige zusammen. Hieraus folgert sich : Hat 
eine Quadrifläche einen parabolischen Punct, so sind alle andern Puncte der- 
selben ebenfalls parabolische Puncte, und die Fläche ist ein Kegel. 

24. Es seien jetzt die Geraden g, g', die dem Puncte m zugehören, beide 
reell und von einander verschieden. Eine Ebene, welche durch g gelegt ist 
und durch einen beliebigen Punct n der Fläche, schneidet diese längs einer 
neuen Geraden h\ die durch n geht; und die Tangentialebene in n, die schon 
die Gerade ?i' enthält, enthält ausserdem noch eine zweite Gerade h, die 
durch n geht und auf der Fläche liegt. Hat folglich eine Quadrifläche einen 
hjrperbolischen Punct, so sind ihre sämmtlichen Puncte hyperbolisch. Wenn 
daher eine Quadrifläche eine reelle Gerade enthält, so liegen auf ihr auch 
noch eine unbegrenzte Zahl anderer und, den Fall ausgenommen, dass die 
Fläche ein Kegel ist, gehen durch jeden Punct derselben zwei Gerade. 

Lassen wir, wie früher, um die Gerade g eine Ebene rotieren, so haben 
wir für jede Lage dieser Ebene eine Gerade h', die g in einem Puncte 
trifft, in welchem die Ebene die Fläche berührt. Dieser Punct ist für zwei 
Lagen der Ebene nicht mehr derselbe, also auch nicht für zwei Gerade h', 
weil die Fläche, da sie kein Kegel ist, nicht drei Gerade zulässt, welche 
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auf ihr liegen und in demselben Puncto zusammen laufen. Darsus, dass 
zwei Gerade h' die Gerade g in verschiedenen Puncten treffen, folgt, dass 
sie niemals in dieselbe Ebene fallen können. Wir sagen, dass alle diese Ge- 
raden h*j zu denen auch g' gehört, ein System geradliniger GenercUtixen der 
Fläche bilden. 

Lassen wir jetzt ebenso eine Ebene um g' rotieren, so erhalten wir 

analog ein anderes System geradliniger Generairixen derselben Fläche, die 

ebenfalls zu zwei und zwei nicht mehr in derselben Ebene liegen und die 

sämmtlich von den Erzeugenden des ersten Systems verschieden sind, weil 

sie sämmtlich g' schneiden. Unter diesen neuen Geraden befindet sich auch g, 

I Auf diese Weise enthält die Fläche zwei Systeme von Geraden. ') Durch 

I jeden Punct der Fläche geht eine Gerade des einen und eine Gerade des 

t andern Systems, und es enthält also jede Tangentialebene eine Gerade aus 

{ jedem Systeme. Der Durchschnittspunct zweier Geraden aus verschiedenen 

j Systemen ist der Punct, in welchem die Fläche von der Ebene berührt wird, 

I welche die beiden Geraden enthält. Zwei Gerade desselben Systemes liegen 

nicht in derselben Ebene, aber jede Gerade des einen Systems schneidet alle 
Geraden des andern. * 

Um Confusion in der Sprache zu vermeiden, ist es gut, die Geraden 
; des einen Systems Generairixen, die des andern Systems Directrixen zu 

nennen. 
\ 25. Wenn wir jetzt den dritten Fall betrachten, dass nämlich die Ge- 

] raden g^ g' imaginär conjugiert sind mit reellem Durchschnittspunct, so können 

\ ' wir geraden Wegs schliessen, dass, wenn eine Quadrifläche einen elliptischen 

I Punct hat, alle ihre Puncte elliptisch sind. ^) In diesem Falle kann man 

■ sagen, dass die Fläche zwei Systeme von Geraden enthält, die sämmtlich 

.* imaginär sind, und dass jede Tangentialebene die Fläche in zwei imaginären 

Geraden schneidet, die sich in dem reellen Berührungspuncte kreuzen. ^) 

Dadurch zerfallen die Quadriflächen in drei wohlunterschiedene Artend 
Flächen mit hyperbolischen Puncten, Flächen mit elliptischen Puncten, Flächen 
mit parabolischen Puncten oder Kegel. 

* 

i Die Flächen der ersten Art bilden das einfachste Beispiel derjenigen 

Flächen, welche durch Bewegung einer Geraden erzeugt werden und nicht 
abwickelbar sind (Windschiefe Flächen), Die Oberflächen der drei Arten 



1) "Wbbw, OenercUio corporis cylindroidis hyperbolici etc, (Philos. Trans. 1669, 
p. 961)* Man vgl. Journal de l'dcole polyt. cah. 1 (1794) p. 5« 

2) DuriN, DSvdoppements , p. 209. Im Allgemeinen haben die Flächen von 
höherer Ordnung als der zweiten eine Region, deren Puncte sämmtlich hyperbolisch, 
und eine andere, deren Puncte alle elliptisch sind. Beide Regionen werden durch 
die parabolische Curre, den Ort der parabolischen Puncte, getrennt. Gebookns, 
De la courbure des sur/aces courbes (Annales de Gergonne, T. 21. 1830—31» p. 233)* 

3) FoKOBLBT , Traiti des proprieiü projectives des figures. (Paris 1822). 
Art. 594. 
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lassen verschiedene Formen zu, die sich nach der Art des Schnittes classifi- 
eieren hissen, den die unendlich entfernte Ebene macht, nvie es bei den Kegel-» 
schnitten der Fall ist *) 

Die Flächen der ersten Art erstrecken sich, da sie aus Geraden ge- 
bildet sind, ins Unendliche, aber die Ebene im Unendlichen kann entweder 
in einer Curve schneiden, oder berühren, das beisst, in zwei Geraden schnei- 
den. Im ersten Falle heisst die Fläche windschiefes oder einmanUHiges 
Hyperboloid; im zweiten Falle windschiefes oder hyperbolisches Paraboloid. 

Die Flächen der zweiten Art erstrecken sich entweder nicht ins Un- 
endliche (EllipsoidJ, oder werden von der unendlich entfernten Ebene in einer 
Carve geschnitten (Zweimanteliges Hyperboloid), oder werden von derselben 
in einem Puncto berührt (Elliptisches Paraboloid), 

Die Flächen der dritten Art haben entweder den Scheitel in end- 
licher Entfernung, {Kegel in der eigentlichen Bedeutung des Wortes), oder 
ihre Erzeugenden sind parallel (Cylinder), Im letzem Falle heisst der Cj- 
linder, jenachdem die unendlich entfernte Ebene die Fläche in zwei reellen 
yerschiedenen, in zwei imaginären oder in zwei reellen zusammenfallenden 
Geraden schneidet, hyperbolisch, elliptisch, parabolisch, ') 

26. Wir wollen jetzt die Quadriflächen der ersten Art betrachten. Drei 
Gerade des einen Systems, die wir als Directrixen ansehen wollen, genügen 
dann, dieselbe zu individualisieren. Denn durch jeden Punct der einen von 
den drei Geraden, kann man eine Transversale legen, welche die andern 
beiden trüTt, und alle analogen Transversalen sind die Generatrixen der 
Fläche. ') Aus drei Generatrixen leiten wir in ähnlicher Weise die Direc- 
trixen ab. *) 

Zwei beliebig gewählte Directrixen werden von allen Generatrixen in 
Puncten geschnitten, welche zwei projectivische Punctreihen bilden. Dies 



1) Ein Kegelschnitt heisst Hyperbel, Ellipse, Parabel, je nachdem seine Puncto 
im Unendlichen reell und verschieden, imaginär sind oder zusammenfallen. 

S) EuLEB, Introductio in pnalysin infinitorum. Tom. 2. app. cap. 5* 

9) Es ist sehr leicht auf die Frage zu antworten, von welcher Ordnung der 
Ort der Geraden x ist, welche drei Gerade g, A, k schneiden. Es sei t eine belie- 
bige Transversale, dann ist die Ordnung der Fläche gleich der Zahl der Geraden x, 
welche die vier Geraden g, h, h, t schneiden. Von einem beliebigen Poncte g von g 
ziehe man eine Gerade, die h und auch ^ in t trif!^ und aus demselben Puncte g ziehe 
man eine zweite Gerade, welche h und auch t in V trifft. L&sst man g auf ^ variieren, 
so erzeugen die Puncte t, V zwei projectivische Punctreihen. Die beiden gemein- 
schalllichen Puncte derselben geben die beiden Geraden, die alle vier gegebenen 
g, h, h, t schneiden. Die Fläche ist also von der zweiten Ordnung. 

4) Es folgt auch, dass die Fläche durch zwei Directrixen und drei Puncte eben- 
falls bestimmt ist, da man, wenn man durch diese drei Puncte die Generatrixen 

• 

zieht, die drei Paare entsprechender Puncte erhält, die nothwendig aber auch hin- 
reichend sind, um die projectivischen Punctreihen zu individualisieren. 
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ist klar, wenn man beachtet, dass von einem beliebigen Punet dieser Dircc- 
»trix nur eine einzige Generatrix ausgeht. ^) Es ist folglich das Doppclver- 
hältniss von vier Puncten, in welchen vier feste Generatrixen eine Directrix 
l schneiden, constant für jede beliebige Directrix. 

Dem analog bestimmen zwei Directrixen mit allen Generatrixen zwei 
i projectivische Ebenenbüschel. Es ist also das Doppelverhältniss von vier 

I Ebenen, welche bezüglich durch vier feste Generatrixen gehen und sich 

I sämmtlich in derselben Directrix schneiden, constant für jede beliebige 

! Directrix. 

Umgekehrt bilden die Geraden, welche die entsprechenden Puncte zweier 
projectivischer Pnnctreihen verbinden, die nicht in derselben Ebene liegen, 
eine Fläche zweiter Ordnmig. Es seien g^ h die beiden Geraden, g, 1| irgend 
zwei entsprechende Puncte, und %' der Punct, in welchem g von der 
Geraden getroflfen wird, die von \) ausgeht und eine willkürlich fixierte 
Transversale t schneidet. Lassen wir I) variieren, so erzeugen die Puncte 
jg, g' zwei projectivische Punctreihen auf g, und die denselben gemeinschaft- 
lichen Puncte geben die beiden Geraden, welche correspondierende Puncte 
von gj h verbinden und von t geschnitten werden. 
^ Sobald die beiden Geraden in den entsprechenden Puncten in propor- 

. tionale Stücke getheilt werden, so ist die erzeugte Fläche das windschiefe 

Paraboloid. *) 

Auch die Durchschnittsgeraden der entsprechenden Ebenen zweier pro- 
\ jectivischer Büschel bilden eine Fläche zweiter Ordnung. Denn eine will- 

:' kürliche Ebene schneidet die Ebene der beiden Büschel in Geraden, die 

M 

' zwei projectivische Strahlenbüschel bilden. Die entsprechenden Strahlen der- 

I selben erzeugen, indem sie sich schneiden, eine Curve zweiter Ordnung, es 

, wird also die fragliche Fläche von einer beliebigen Ebene in einer Curve 

zweiter Ordnung geschnitten. ^) 



1) Beachten wir, dass jede Directrix einen Punct im Unendlichen hat, durch 
den eine Generatrix gehen muss, so sehen wir, dass ftLr das windschiefe Hyperbo- 
loid jede Directrix unter den Generatrixen eine PawUele hat. Die Ebene, welche 
zwei parallele Gerade enthält, eine Generatrix und eine Directrix, beröhrt in einem 
unendlich entfernten Puncte, und heisst deshalb Asymptotenebene. Im windschiefen 
Paraboloid dagegen enthält die unendlich entfernte Ebene, da sie die Fläche berührt, 
eine Generatrix, auf der alle unendlich entfernten Puncte sämmtlicher Directrixen, 
und eine Directrix, auf der alle unendlich entfernten Puncte sämmtlicher Genera- 
trixen liegen. In diesem Falle schneidet also jede Asyniptotenebene die Fläche iu 
einer einzigen Geraden in endlicher Entfernung und alle Asymptotenebenen bilden 
zwei parallele Ebenenbüschel. 

2) Weil die Fläche, da die unendlich entfernten Puncte der beiden projecti- 
yischen Punctreihen correspondierende Puncte sind, eine Generatrix in unendlicher 
Entfernung hat. 

8) Steinsb, Systematische ErUwichelung der Abhängigkeit geometrischer Ge- 
stalten von einander, Berlin 1832. § 51. 
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Liegen die beiden gegebenen Geraden, durch welche die Ebenen der 
beiden projectivischen Büschel hindurchgehen, in derselben Ebene, die sich 
nicht selbst entsprechen möge, so ist die erzeugte Fläche ein Quadrikegel, 
dessen Scheitel in dem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der gegebenen 
Geraden liegt (5). 

27. Zieht man von einem beliebigen festen Puncto a als Pol eine Trans- 
versale die eine gegebene Quadriil'äche in zwei Puncten ai, dz schneidet, und 
sucht den in Bezug auf ai, tta conjugierten harmonischen Punct m von o, 
was ist dann der Ort der Puncto, die allen Transversalen entsprechen, welche 
von ausgehen? 

Jede Transversale enthält einen einzigen Punct m, und dieser Punct 
kann auch nicht auf o fallen, weil o als nicht auf der Fläche befindlich an- 
genommen war. Der gesuchte Ort ist also von der ersten Ordnung, das 
heisst, eine Ebene. Man nennt sie die Polarebene des Poles o. ^) 

Nimmt man den Pol o auf der Fläche an, so fällt einer der beiden 
Schnittpuncte Oi, a« mit dem Pole zusammen. Für alle Transversalen, die 
die Fläche in einem zweiten von o verschiedenen Puncte treffen, fällt der 
harmonische Punct m in a. Wird aber die Transversale Tangente der Fläche 
in 0, so w^ii'd m unbestimmt, weil in diesem Falle der Pol und beide Puncte 
ai, ciz zusammenfallen, es kann also ein beliebiger Punct der Transversale 
sein. *) Der Ort des Punctes m ist daher der Ort der Geraden, welche in 
die Fläche berühren. Wenn also der Pol ein Punct der Fläche selbst 
ist, so ist die Polarebene die Tangentialebene der Fläche in diesem Puncte. 
Umgekehrt kann ein Punct nur dann in seiner Polarebene liegen, wenn er 
ein Punct der Fläche ist. 

Betrachtet man auf der Transversale, welche die vier Puncte 0, m, Ci, tta 
enthält, m als Pol, so ist der harmonisch conjugierte Punct. Geht also 
die Polarebene von durch m, so geht umgekehrt die Polarebene von m 
durch 0. Ist daher eine Ebene gegeben, und man bestimmt die Polarebeen 
dreier Puncte derselben, so ist der Punct, in welchem sich diese drei Ebenen 
schneiden der Pol der gegebenen Ebene. Diese kann niemals zwei ver- 
schiedene Pole 01, 02 haben, ^) denn wenn die Gerade 0i02 die Fläche in 
Ol, Ci2 und die Ebenen in m trifft, so kann der Punct m nicht zwei ver- 
schiedene conjugierte harmonische Puncte in Bezug auf dasselbe Paar qi, Uz 
haben. 

So kommt es, dass jeder Punct des Raumes seine Polarebene hat, und 
umgekehrt jede Ebene ihren Pol. Für alle Puncte, die in einer festen 
Ebene liegen, geht die Polarebene durch den Pol der festen Ebene, und 



1) Offenbar schneidet eine beliebige durch gelegte Ebene die Polarebene in 
einer Geraden, welche die Polare Ton in Bezug auf den Durchscknittskegelschnitt 
der Fläche ist. 

2) Einleitung f Nr. 17. 

3) Nämlich im allgemeinen Falle, dass die Quadriflächen keinen Doppelpunct 
haben. Man sehe die Anmerkung *) auf Seite 31. 
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alle Ebenen, die durch einen festen Punct gehen, haben ihren Pol auf der 
Polarebene des festen Punctes. 
! 28. £8 seien M, N die Polarebenen der beiden Puncto m, tr. Für jeden 

I Panct der Geraden MNj die natürlich in beiden Ebenen M, N liegt, geht 

.' dir Polarebene sowohl durch m als durch n, das heisst durch die Gerade 

\ xscci. Also ist der Ort eines Punctes, dessen Polarebenen durch eine feste 

I Gerade mn gehen, eine andere Gerade MN, Die Polarebene eines belie- 

bigen Punctes von MN geht durch jeden Punct der Geraden mn, folglich 
I geht die Polarebone jedes Punctes von mn durch die Gerade MN, Die 

Geraden mXL und MN sind mithin so untereinander verknüpft, dass jede 
die Pole der Ebenen enthält, welche durch die andern sich legen lassen, 
und dass jede in der Polarebene der Puncto der andern liegt. Zwei Gerade, 
welche diese Beziehung zu einander haben, heissen conjugiert oder reciprok 
in Bezug auf die Quadrifläche. Man nennt wohl auch die eine die Polare 
der andern. 

Jede Gerade hat ihre Conjagierte. Geht eine Gerade r durch einen 
•Punct m, so liegt die conjugierte Gerade r' in der Polarebene M von m, 
und umgekehrt ^). Folglich sind die Geraden, welche durch m gehen, die 
conjugierten Geraden aller Geraden der Ebene M, und es können daher 
zwei conjugierte Gerade nicht gleichzeitig in einer Ebene M liegen, ohne 
dass sie beide durch den Pol m gehen. In diesem Falle ist aber m ein 
Punct der Fläche, M ist die Tangentialebene, und die beiden Conjugierten 
sind beide Tangenten der Fläche. Berührt umgekehrt eine Gerade die 
Quadrifläche in m, so liegt die Conjugierte in der Ebene M, welche in m 
berührt, und da die erste Gerade auch in M liegt, so geht die zweite eben- 
falls durch m, das heisst die beiden Geraden sind Tangenten der Fläche im 
nämlichen Puncto. Es trifft also im Allgemeinen eine Gerade ihre Conja- 
gierte nicht, wenn aber der Durchschnitt statt hat, so sind beide Gerade 
Tangenten in demselben Puncto der Fläche. 

Die Geraden, welche die Fläche in m berühren, sind zu zwei und zwei 
conjugiert, sie bilden also eine Involution zweiten Grades. ^) Diese hat zwei 
Doppelstrahlen, das heisst, es gibt unter diesen Tangenten zwei, die sich 
selbst conjugierte Gerade sind. Eine sich selbst conjugierte Gerade liegt in 
i der Polarebene ihrer eigenen Puncto, das heisst alle ihre Puncto liegen in 

: den entsprechenden Polarebenen oder auf der Fläche; das will sagen, eine 

] sich selbst conjugierte Gerade ist noth wendiger weise eine Gerade, die auf 



1) Cenirum heisst der Pol der unendlich entfernten Ebene. In ihm halbieren 
sich alle Sehnen der Fläche, die durch denselben gehen. Durchmesser ist eine 
Gerade durch das Centnim. Eine Ebene heisst Diametralehene , wenn ihr Pol 
im Unendlichen liegt. Ein Durchmesser und eine Diametralebene heissen conjugiertf 
wenn die letztere die conjugierten Geraden der ersteren enthält ; die Ebene halbiert 
die zum Durchmesser parallelen Sehnen. Drei Durchmesser heissen conjugiert^ 
wenn jeder derselben der Ebene der beiden andern conjugiert ist. 

«) Einleitung, Nr. 25. 
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der Fläche selbst liegt. Die Doppelstrahlen der Involation, die dnrch die 
ia m coDJ agierten Tangenten gebildet wird, sind mithin die in m sich kreu- 
zenden Geraden auf der Fläche. Es ergibt sich also, dass zwei conjugierte 
Tangenten mit den im Berührungspuncte sich kreuzenden Geraden der 
Fläche ein harmonisches System bilden. 

Ist die QuadriflUche ein Kegel, so fallen die beiden Doppelstrahlen der 
Involution mit der Generatrix, die durch den betrachteten Punct geht, zu- 
samoaen. Diese Generatrix ist nicht blos sich selbst conjugiert, sondern auch 
jeder beliebigen Geraden, welche den Kegel in einem ihrer Puncte berührt. 

29. Wir wollen jetzt untersuchen, von welcher Classe (16) eine Fläche 
zweiter Ordnung ist. Die Tangentialebenen, die durch eine gegebene Gerade r 
gehen, haben ihre Pole, die Berührungspuncte, auf der conjugierten Geraden r\ 
Man kann also durch r so viele Ebenen ziehen, die die Fläche berühren, als 
diese Fläche Durchschnittspuncte mit r' hat. Eine Flache zweiter Ordnung 
ist also auch zweiter Classe. 

Fallen die beiden. Schnittpuncte m, m' der Fläche und r' in einen Punct 
zusammen, so fallen auch die Tangentialebenen durch m und m' zusammen, 
das heissj; die Tangentialebenen, welche durch r* gehen. Unter dieser Vor- 
aussetzung sind aber die Geraden r, r' conjugierte Tangenten (28), und eine 
Tangente ist also nicht blos die Gerade, welche zwei unendlich nahe Puncte 
verbindet, sondern auch der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender Tan- 
gentialebenen. Ebenso ist von zwei conjugierten Tangenten eine jede der 
Durchschnitt der Ebenen, welche die Fläche in den unendlich nahen Puncten 
berühren, welche auf der andern Geraden liegen. 

30. Ziehen wir durch einen Punct o des Baumes den wir als Pol (27) 
betrachten, eine Gerade, welche die Fläche in einem Puncte a berührt, der 
beide Durchschnittspuncte Oi, Oa vertritt, so fällt der conjugierte harmonische 
Punct m ebenfalls auf a, das heisst, a ist ein Punct der Polarebene von o. *) 
Der Ort der Puncte, in welchen die Qaadrifläche von Geraden berührt wird, 
die vom Pole ausgehen, ist also die Curve zweiter Ordnung, die den Durch- 
schnitt der Fläche mit der Polarebene bildet. Die Tangente dieser Curve 
in a hat, da sie in der Polarebene liegt, als ihre Conjugierte, die Gerade 



1) Daraus folgt: Ist die Quadrifl&che ein Kegel mit dem Scheitel o, so geht 
die Polarebene jedes Punctes o durch 0. Diese Polarebene verändert sich nicht, 
wenn der Pol sich auf der Geraden oo bewegt. Die Polarebene ist in der That 
in diesem Falle der Ort der conjugierten harmonischen Geraden von oo in Bezug 
auf die beiden Generatrixen des Kegels, die man erhält, wenn man ihn durch eme 
um OD variable Ebene schneidet. Wenn die Gerade 00 sich in einer festen Ebene, die 
dnrch den Scheitel geht, bewegt, so rotiert die Polarebene um eine Gerade, deren 
Puncte die Pole der festen Ebene sind. Wir finden so das System von Geraden 
und Polarebenen wieder, das wir schon aus der Theorie der Kegelschnitte abge- 
leitet hatten (5). Die Polarebene des Scheitels ist offenbar unbestimmt 



J 
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ao, die nach dem Pole gerichtet ist, und die Ebene dieser beiden Geraden 

ist gleichzeitig Tangentialebene der Quadrifläche in a, und längs oa die des 

> Kegels, welcher der Ort der Geraden ao ist. Dieser Kegel, der von der 

j zweiten Ordnung ist, da einer seiner ebenen Schnitte von der zweiten Ord- 

I nung ist, heisst der Quadri£äche umgeschrieben, ^) 

{ Folglich ist der Ort der Geraden, die durch einen gegebenen Punct 

I gehen, und die Quadrifläche berühren, oder auch die Enveloppc der Ebenen, 

welche durch denselben gegebenen Punct gehen, und die Fläche berühren, 
ein Kegel zweiter Ordnung. *) Die Berührungscurve ist eben , und ihre 
Ebene ist die Polarebene des Kegelscheitels. Umgekehrt umhüllen die Tan- 
gentialebenen der Fläche in den Puncten eines ebenen Schnittes einen Kegel, 
dessen Scheitel der Pol der Schnittebene ist. ^) 



\ 1) Berühren sich zwei Quadriflächen längs einer Curve, so ist diese immer 

) eben. Denn, sind tXy h, C drei Puncte der Berührungscurve, so schneidet die Ebene 

! abc beide Flächen, in zwei Kegelschnitten, die, weil sie' drei Berührungspuncte 

unter sich haben, nothwendiger Weise zusammenfallen ; ausser diesem Berührungs- 
kegelschnitt haben die beiden Flächen keinen weiteren Punct gemein (20). Eine 
Ebene, die durch eine Tangente dieses Kegelschnittes gelegt ist, schneidet beide 
* Quadriflächen in zwei Kegelschnitten, die einen vierpunctigen Contact haben (22). 

2) Folglich umhüllen die Ebenen, die durch einen festen Punct und durch 

die Geraden gehen, welche die entsprechenden Puncto zweier gegebener projecti- 

' yischer Punctreihen yerbinden (26) > einen Quadrikegel. (Steiner, Systemat, Ent- 

Wickelungen. S. 187.) 
' 8) Hieraus folgt, dass die Asymptotenebenen (Tangentialebenen im unendlich ent- 

I fernten Puncte) einen Kegel umhüllen, dessen Scheitel der Pol der unendlich ent- 

' fernten Ebene ist, das heisst das Centrum der Fläche. Hieraus erschliesst man 

\ eine sehr einfache Kegel, um das Centrum eines Hyperboloids zu finden, Ton dem 

drei DIrectrizen jgegeben sind. (Hachette, Einige Bemerkungen über Flächen 
I zweiter Ordnung, Crelles Journal T. 1. 1826; S. 345.) 

Combinieren wir den Satz in Nr. 80 mit denen in Nr. 27, 28, so können wir 
I sagen : Bewegt sich der Scheitel eines einer gegebenen Quadrifläche ungeschriebenen 

Kegels so, dass er eine Gerade oder eine Ebene durchläuft, so geht die Ebene 
I der Berührungscurve beständig durch eine feste Gerade oder einen festen Punct. 

Diesen Satz verdankt man Monge, Giomitrie discrijptive, Art. 40. 
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CAPITEL V. 

OBERFLÄCHEN BELIEBIGER CLASSE. RECIPROKE 

POLAREN. 

31. Es sei m ein beliebiger Punct einer gegebenen Fläcbe, M die Tan- 
gentialebene in diesem Puncte, und nii, m«, nts seien in dieser Ebene die auf 
m nach drei verschiedenen Richtungen hin folgenden Functe, das heisst, es 
seien mnti, xaxaz, mitta drei Tangenten in m. Legt man durch die Puncte 
nt, nii; m« eine Fläche zweiter Ordnung^ so wird diese in m von der Ebene M 
berührt, sie wird also auch den Punct ms enthalten, was auch die Richtung 
von mnts auf M ist.. Die beiden Flächen besitzen also in m eine gemein* 
schaftliche Tangentialebene. Wir wollen jetzt annehmen, die Fläche werde 
durch eine Ebene, die mmi enthält, durch eine zweite Ebene, die tarnt ent- 
hält, und durch eine dritte Ebene, die mtos enthält in der Art geschnitten, 
dass dadurch drei Curven entstehen. In diesen Schnitten seien ntt', nie', ntd' 
die auf m, nii ; m, ntz ; xa, ms folgenden Puncte. Denken wir uns jetzt, dass 
obengenannte Quadrifiäche auch durch die Puncte miS me', ms' gehen soll, so 
osculieren sich die Flächen in m, das heisst, die Schnitte beider, die man 
durch eine beliebig durch m gelegte Ebene erhält, haben in diesem Puncte 
einen dreipunctigen Contact (19), und speciell liegen die Osculierenden der 
beliebigen Flache vollständig auf der Quadrifläche. Die beiden Flächen 
haben folglich nicht nur in m die Tangentialebene gemein, sondern in jedem 
Puncte tau ttt2, ms, . . . der unmittelbar auf m folgt. Es besteht also, wie 
für jede Quadrifläche, die Beziehung, dass jede Tangente in m der Durch- 
schnitt zweier unmittelbar folgender Tangentialebenen ist, deren Berührungs- 
puncte in einer andern Tangente liegen, und dass umgekehrt in den beiden 
unmittelbar folgenden Puncten, die der ersten Tangente und der Fläche ge- 
mein sind, diese von zwei Ebenen berührt wird, die durch die zweite Tan- 
gente gehen. Die Tangenten der beliebigen Fläche in m sind also zu zwei 
und zwei in der Art conju(ßert, dass von zwei Conjugierten jede die Be- 
ruh rungspuncte der beiden unmittelbar folgenden Tangentialebenen enthält, 
welche durch die andere gehen. ^) Die conjugierten Tangentenpaare bilden 
eine Involution, deren Doppelstrahlen die Geraden auf der Quadrifläche sind, 
das heisst die Osculierenden der beliebigen Fläche. 

Ist m ein parabolischer Punct der gegebenen Fläche, so fallen in ihm 
die beiden Osculierenden zusammen, die osculierende Quadrifläche ist also 
ein Kegel. In m und im Puncte m', der unmittelbar auf m in der Osculieren- 



1) DupiN, Ddoeloppemente, p, 44. 
Crkhosa, Oberflächen. O 
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den; das heisst in der Generatrix des Kegels folgt, haben beide Flächen die 
Tangentialebenen gemein. Da aber der Kegel in m und m' von derselben 
Ebene berührt wird, so berührt also die Ebene, welche die Fläche in m 
berührt, auch in m'. Eine Tangentialebene in einem parabolischen Puncte 
mnss also als eine Tangentialebene in zwei unendlich nahen Puncten betrachtet 
werden. Wegen dieser Eigenschaft heisst sie stationäre Ebene, Da in diesem 
Falle jede Tangente durch m der Osculierenden conjugiert ist, so geht die 
Tangentialebene in einem beliebigen auf m unmittelbar folgenden Puncte 
durch die letztern Gerade. ^) 

Berühren sich zwei Flächen in einem Puncte m, so bilden die conju- 
gierten Tangenten zwei Involutionen, und da diese ein einziges Paar con- 
jogierter Strahlen gemein haben, 2) so haben im Allgemeinen die beiden 
Flächen nur ein einziges Paar gemeinschaftlicher conjugierter Tangenten. 
Gäbe es zwei Paar gemeinschaftlicher conjugierter Tangenten, so fielen die 
beiden Involutionen zusammen, jede Tangente hätte für beide Flächen die- 
selbe Conjugierte und sie hätten folglich auch die Osculierenden gemein. 

32. Man denke sich jetzt alle Geraden, die von einem Puncte o im 
Räume so gezogen werden können, dass sie eine gegebene willkürliche Flache 
berühren, auf der natürlich die Berührungspuncte eine gewisse Curve bilden. 
Sind m und m' zwei immittelbar folgende Puncte dieser Curve, so sind die 
Geraden om, mm', als conjugierte Tangenten der in m osculierenden Quadri- 
fläche, dies auch für die beliebige Fläche. Die Ebene, welche in m diese 
Fläche berührt, ist längs om auch Tangentialebene des ihr umgeschriebenen 
Kegels, das heisst des Kegels, der von Tangenten gebildet wird, die durch 
gehen. Dieser Kegel ist also die Enveloppe der Ebenen, die sich durch 
so ziehen lassen, dass sie die Fläche berühren. 

33. Die eben auseinandergesetzten Betrachtungen zeigen, dass eine Fläche 
beliebiger Ordnung auch als Enveloppe ihrer Tangentialebenen definiert werden 
kann. Eine Enveloppe kann man durch eine Ebene entstanden denken, die 
sich continuierlich im Räume so bewegt, dass, eine beliebige Gerade in einer 
Zahl getrennter Lagen der variablen Ebene liegt, ^) Die Enveloppenfläche 
heisst von der v-ten Classey ^) wenn durch eine beliebige Gerade v ihrer 
(reellen, imaginären, getrennten, zusammenfallenden) Ebenen hindurch gehen. 
Gehen daher durch eine Gerade mehr als ^ Tangentialebenen einer Fläche 



1) Salhon, On the condition that a plane shoiUd tauch a sur/etee etc, (Cam- 
bridge aod Dublin. Math. Journal, T. 3; 1848. p. 45). 

2) Einleitung, Nr. 25b. 

3) Das heisst in der Art, dass alle succesBiren Lagen der variablen Ebene 
»ich erbalten lassen, wenn man sich zwei unabhängige Parameter verändert denkt. 
Eine Enveloppe, die Developpablen ausgeschlossen, ist also eine doppelt unend- 
liche lieihe von Ebenen. 

4) Gebqonne, liectißccUion de quelques theoremes etc, (Ännales de Oei^onne, 
T. 18 j 1827-28. p. 151). 
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v-ter Classe, so gehören alle Ebenen, die durch diese Gerade "gehen, der 
Enveloppe an, das heisst, die Gerade liegt vollständig auf der Fläche. 

Die Enveloppe erster Classe ist ein einfacher Punct. 

Die Tangentialebenen eines Flache v-ter Classe, die durch einen festen 
Fanct gehen, umhüllen einen umgeschriebenen Kegel derselben Clasae. 

Man sagt, dass eine Gerade Tangente der Fläche in einer Ebene M 
ist, die die Fläche ebenfalls berührt, wenn zwei der durch sie gehenden 
Tangentialebenen mit M zusammenfallen. Es seien r, r' zwei Tangenten in 
der Ebene M und man betrachte ihren Durchschnittspunct m als Scheitel 
eines umgeschriebenen Kegels. Da zwei von den Tangentialebenen, die man 
dnrch r und r' an den Kegel ziehen kann, mit M zusammenfallen, so ist 
diese eine Bitangentialebene des Kegels und vertritt also zwei unmittelbar 
folgende Tangentialebenen desselben, und folglich auch der Fläche für 
irgend eine andere durch in in genannter Ebene gezogene Gerade. Das 
lieisst, alle diese Geraden sind Tangenten der Fläche in der Ebene M. 
Daraus folgt, dass die Geraden, welche die Fläche in der Ebene M be- 
rühren, das heisst die Geraden, für welche M zwei aufeinander folgende 
Tangentialebenen darstellt, durch denselben Punct m gehen, den man Be- 
rührungspunct der Ebene M nennt. Unter diesen Geraden gibt es zwei, die 
Berührungsgeneratrixen des Kegels mit der Bitangentialebene, für welche 
M drei aufeinander folgende Tangentialebenen darstellt. Die Tangenten sind 
femer zu zwei in der Art conjugiert, dass von je zweien die eine alle Be- 
ruhrungspuDcte der unmittelbar folgenden Tangentialebenen enthält, welche 
durch die andere gehen. Die Doppelstrahlen der Involution, die durch diese 
Tangentenpaare erzeugt wird, sind die ^Geraden, für welche M drei aufein- 
ander folgende Tangentialebenen darstellt. Diese Geraden sind also auch 
die nämlichen, welche in m mit der Fläche einen dreipunctigen Contact 
haben (16). 

34. In solcher Weise kann man eine beliebige Fläche sowohl als Ort 
von Puncten und auch als Enveloppe von Ebenen betrachten. Wenden wir die 
vorhergehenden Untersuchungen auf eine Fläche zweiter Classe an, das heisst 
auf eine Fläche, an die sich durch eine beliebige Gerade zwei Tangential- 
ebenen ziehen lassen, so finden wir, dass die Tangentialebenen, die durch 
einen Punct m der Fläche gehen, einen' Kegel zweiter Classe umhüllen, der 
eine Bitangentialebene M hat. Diese Ebenen gehen also durch zwei Gerade 
g^ g\ die sich in m schneiden, und in der Ebene M liegen, welche in diesem 
Puncte die Fläche berührt (5). lede dieser Geraden liegt also in einer un- 
begrenzten Zahl von Tangentialebenen und folglich -ihrer ganzen Ausdehnung 
nach auf der Fläche. 

Eine beliebig durch g gelegte Ebene ist eine Tangentialebene der Fläche, 
und schneidet sie daher in einer neuen Geraden Ä'. In ähnlicher Weise 
enthält jede durch g^ gelegte Ebene eine andere Gerade Ä der Oberfläche,^ 
Auf dieser gibt es folglich zwei Systeme von Generatrixen (^, ä, , . .), 

3* 
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(g't Ä', . . .), und durcli jeden Punct der Fläche geht eine Gerade des einen 
und eine Gerade des andern Systems. 

Von welcher Ordnung ist diese Fläche? Diese Frage ist gleichbedeutend 
mit der andern, wie viele Generatrixen' ein und desselben Systems werden 
von einer beliebigen Geraden geschnittei?. Durch die letztere Gerade 
gehen nur zwei Tangentialebenen, das heisst nur zwei Ebenen, von denen 
jede eine Generatrix des Systems enthält, also ist eine Fläche zweiter Classe 
auch zweiter Ordnung. 

In einer beliebig gegebenen Ebene ziehe man eine ganz beliebige 
TransviBrsale, durch die zwei Ebenen Ai, A^ gehen, welche eine gegebene 
Quadrifläche, das heisst eine Fläche zweiter Classe und zweiter Ordnung 
berühren. Es sei nun M die in Bezug auf A\ und A% zu conjugierte har- 
monische Ebene. Da man durch jede Lage der Transversale nur eine einzige 
Ebene M erhält, und da M nicht mit der Ebene O zusammenfallen kann, 
vorausgesetzt, dass diese nicht die Fläche berührt, so ist die Enveloppe 
aller zu M analoger Ebenen von der ersten Classe, alle diese Ebenen gehen 
also durch einen festen Punct 0. 

Ist die Transversale in der Art geführt, dass sie die Fläche in einem 
Puncte o des Schnittes berührt, den die Ebene bildet, so fallen die 
Ebenen Ax, Ai in eine zusammen, nämlich in die Ebene A^ welche in a be- 
rührt. Es fällt dann auch die Ebene M mit A zusammen. Die Ebenen 
also, welche die Fläche in den Functen des Schnittes berühren, der durcli 
die Ebene entsteht, gehen sämmtlich durch 0. Es folgt hieraus, dass 
der Pol der Ebene ist, nach der anderswo gegebenen Definition (27). 

35. Es hat wohl jeder bemerkt, dkss das Raisonnement hier vollständig 
mit dem parallel läuft, das wir für die Flächen, als Ort von Puncten be- 
trachtet, eingehalten haben, und gleichwohl, ohne dass die eine Untersuchung 
nothwendigerweise die andere voraussetzt. Hierin besteht das Gesetz der 
geometrischen Dttalitätj dem zufolge neben einer Eigenschaft, die sich auf 
Puncte, Gerade, Ebenen bezieht, noch eine andere analoge besteht in Bezug 
auf Ebenen, Gerade, Puncte. *) 

Anstatt aber zwei reciproke Theoreme unabhängig von einander zu 
beweisen, oder das eine aus dem andern zu erschliessen, indem man das 
Princip der Dualität, a priori als absolutes Gesetz betrachtet, in Anwendung 
bringt, kann man den einen Satz auch aus dem andern mittelst der Theorie 
der Pole in Bezug auf eine gegebene Fläche zweiter Ordnung herleiten. 
Nimmt man von jedem Puncte, jeder Geraden, jeder Ebene einer gegebenen 
Figur die Polarebene, die conjugierte Gerade und den Pol in Bezug auf die 



1) Geroonne, ConsidercUions philosophiques aur les elements de la ecience de 
Vetendue (Annales de GergonDe, T. 16; 1825-26. p. 209). — Cifasles, Apergu 
historique sur Forigine et le diveloppenient des me'thodes en giometrie (M^moirea 
couronnös par l'Acaddmie de Bruzelleii T. 11; 1827. Notes 5 und 34). 
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feste Quadrifläche, so erhält man eine zweite Figur^ in der die Puncte, 
Geraden, Ebenen in derselben Folge den £benen, Geraden, Functen der 
ersten Figur entsprechen. Den Puncten einer Geraden entsprechen die 
Ebenen durch eine andere Gerade, das heisst, einer geraden Punctreihe ent- 
spricht ein Ebenenbüschel, und es ist offenbar, dass diese beiden Formen 
projectivisch sind, dass also das Doppelverhältniss von vier Puncten in gerader 
Linie gleich dem der entsprechenden vier Ebenen ist. 

Zwei so beschaffene Figuren nennt man reciproke Polaren, Einem Satze 
für die eine Figur entspricht das reciproke Theorem für die andere. In 
dieser Weise, zeigt sich das Princip der Dualität als eine Folgerung 
der Theorie der Flächen zweiter Ordnung. — Methode der reciproken . 
Polaren, *) — 

36. Beschreibt in der ersten Figur ein Punct eine Flache v-ter Ordnung 
Sj so bleibt die entsprechende Ebene in der zweiten Figur stets Tangential- 
ebene einer Flä^e v-ter Classe S', *) Einem Puncte p der ersten Fläche 
entspricht eine Ebene P*, die S* berührt. Den Tangenten von S in p ent- 
sprechen die Tangenten von S* in P'. Die ersten Tangenten liegen nun aber 
in der Ebene P, welche S in p berührt, und die zweiten gehen durch den 
Punct p*, in welchem S' von P* berührt wird, und es ist also P genau die 
Ebene, welche dem Punct p' entspricht. Daraus folgt, dass, wenn in der 
zweiten Figur ein Punct die Fläche S' beschreibt, die entsprechende Ebene 
fortwährend die Oberfläche S berührt. Ist also S von der ;u-ten Classe, 
so ist S' von der ^^-ten Ordnung, und so sieht man die vollkommene Beci- 
procität zwischen den Flächen S, S', die deswegen reciproke Polaren 
heissen. «) 

37. Ist in der ersten Figur eine abwickelbare Fläche S gegeben, das 
heisst eine einfach unendliche Reihe von Ebenen, so entspricht ihr in der 
zweiten Figur eine einfach unendliche Reihe von Puncten, also eine Curve 
s'y und umgekehrt entspricht einer Curve eine Developpable. Den Genera- 
trixen von S, das heisst den Geraden, durch welche je zwei unendlich nahe 
Tangentialebenen gehen, entsprechen die Geraden, welche zwei unmittelbar 
folgende Puncte von 8' verbinden, das heisst die Tangenten dieser Curve. 



1) PoNCELET, Memoire 8ur la theorie generale des polairee redproqxiea. (Grel- 
les Journal, Th. 4; 1829). 

2) Beschreibt also der Pol eine Fl&che zweiter Ordnung, so ist eine Fl&che 
derselben Ordnung die Enreloppe der Polarebenen. Livet, Propridtea des sur/aces 
du second degre; und Bbianchon, Memoire sur les sur/aces du second degre 
(Journal de T^cole polytechnique, Cah. 10; 1806). 

3) Monge, Memoire (inddit) sur les sur/aces reciproques (M. s. Apercu, Note 
30. S. 405 der deutschen üebersetzung). Wir haben schon früher (18) gesehen, 
wie Tiele Puncte nOthig sind, um eine Ortsfl&che v-ter Ordnung zu bestimmen. 
Dieselbe Zahl von Tangentialebenen bestimmt auch eine EoTeloppenfläche v-ter 
Classe. 
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« 

Den Puncten einer Generatrix von S entsprechen die Ebenen, welche durch 
die entsprechende Tangente von s' gehen, das heisst die Ebenen, welche s' 
in denselben Puncten berühren. Da nun eine Developpable eine doppelt 
unendliche Reihe von Puncten ist, das heisst ein specieller Fall der Orts- 
flächen, so ist eine Curve eine doppelt unendliche Reihe von Ebenen, das 
heisst ein Specialfall der Enveloppenüächen. 

Es sei P eine Tangentialebene von S, p' der entsprechende Punct von 
8'. Dann enthält die Ebene P zwei unmittelbar folgende Erzeugende von 
S, und dem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte p derselben entspricht 
die Ebene P', die durch zwei unmittelbar folgende Tangenten von g' be- 
stimmt wird, die sich in p' schneiden. Also entspricht dem Puncte p der 
Cuspidalcurve von S die Osculationsebene P' von s' in p'. Durchläuft daher 
ein Punct die Cuspidalcurve von S, so bleibt die entsprechende Ebene Os- 
' culationsebene von b', das heisst ihre Enveloppe ist die osculierende Deve- 

loppable von b'. Den Durchschnittspuncten zweier nicht benachbarter Er- 
zeugenden von S entsprechen die Ebenen, welche zwei niclit benachbarte 
Tangenten von b' enthalten, das heisst der Enotencurve von S entspricht die 
doppeltberührende Developpable von s'; u. s. w. Ist folglich für S die 
Ordnung gleich p, die Classe gleich //, die Ordnung der Cuspidalcurve gleich 
V, die Ordnung der Doppelcurve gleich f, die Zahl der stationären Ebenen 
gleich a, y die Zahl der Greraden, die in einer Ebene liegen, und durch 
deren jede zwei Tangentialebenen gehen, u. s. w., dann ist die Curve s' von 
der Ordnung At, ihre osculierende Developpable hat die Ordnung p und die 
i Classe v, ihre doppeltberührende Developpable ist von der Classe <f ; s' hat 

a Spitzen und y Sehnen, die durch denselben beliebigen Punct gehen ; u. s. w. 

Ist als specieller Fall die Developpable S ein Kegel, das heisst, geheo 
alle Ebenen der Reihe durch einen festen Punct, so liegen die entsprechenden 
Puncte alle in einer festen Ebene, das heisst s' ist eine ebene Curve. ^) 

38. Wir betrachten von Neuem die reciproken Flächen 5, S'. Den 
ebenen Schnitten der ersten entsprechen dann die umgeschriebenen Kegel 
der anderen Fläche. Hat die Fläche S einen Doppelpunct, in dem sie von 
einer unbegrenzten Zahl von Geraden osculiert wird, die einen Quadrikegel 
bilden, so besitzt S* eine Doppeltangentialebene, in welcher zwei Tangential- 
ebenen für jede Gerade, die beliebig auf derselben gezogen ist, zusammen- 
fallen und drei für jede Tangente eines gewissen Kegelschnittes, welcher die 
Berührungscurve zwischen der Fläche und der Ebene ist. Dieser Kegel 



1) LivET und Brianchon, a. a. 0. 

Ist B ein Quadrikegel, so ist s' ein EegelHchnitt. Wie also ein Quadrikege} 
ein Specialfall einer Fläche zweiter Ordnung Ist, so ist ein Kegelschnitt ein Special- 
fall unter den Oberflächen zweiter Classe. Maa erhält diesen Fall, wenn in einer 
Tangentialebene und folglich in allen die beiden Osculirenden in eine einzige 
Gerade zusammenfallen, welche die Tangente der Curve ist Alle Ebenen, die 
durch diese Gerade gehen, haben denselben BerÜbrungspunct. 
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kann in zwei getrennte Ebenen zerfallen (Biplanarpunct) oder in zwei zu- 
sammenfallende degenerieren (Uniplanarpunct). Ebenso kann der Kegelschnitt 
in zwei getrennte Pnncte degenerieren (Bitangenticdehene) oder in zwei unmit- 
telbar folgende (stationäre Ebene) (31). 

Hat allgemein S einen /^-fachen Punct, das heisst einen Punct, der p 
zusammenfallende Durchschnittspuncte für jede beliebige durch ihn gelegte 
Gerade darstellt, aber /o-j-l Durchschnitte für die Generatrixen eines gewissen 
Osculationskegels /o-ter Ordnung, so besitzt 5* eine /o-fache Tangentialebene, 
das heisst eine Ebene, welche die Stelle von p zusammenfallenden Tangential- 
ebenen für jede in ihr beliebig gezogene Gerade und p-^-l zusammenfallende 
Tangentialebenen für jede Gerade vertritt, welche durch eine gewisse Curve 
/>ter Classe (die Berührungscorve) berührt wird. Und jenachdem der os- 
calierende Kegel sich in kleinere Kegel oder auch in Ebenen spaltet, wird 
sich auch die Berührungscurve in Gurven niederer Classe oder auch in 
Pancte auflösen.- 

Wie ein Ort v-ter Ordnung mit einem v-fachen Punct ein Kegel ist, so 
bildet eine Enveloppe v-ter Classe mit einer y-fachen Tangentialebene eine 
ebene Curve. ^) 

. 39. Einer Curve b' auf S* gezogen entspricht eine Developpable S, 
die von den Tangentialebenen von S gebildet wird (die S umgeschriebene 
Developpablejf und der Curve der Beruh rungspuncte zwischen S und S ent- 
spricht die Developpable, die von den Tangentialebenen von S' in den 
Puncten von 8' gebildet wird, das heisst die S' längs s' umgeschriebene 
Developpable. Ist s' eine Doppelcurve für S', das heisst eine Curve, von 
der jeder Punct ein Biplanarpunct der Fläche ist, so ist die Developpable 
S die doppeltberührende von 5, das heisst, sie wird von den Ebenen ge- 
bildet, welche jede mit S zwei getrennte Berührungspuncte haben. Ist s' 
die Cuspidalcurve von S\ das heisst die Curve, in deren jedem Puncte die 
Fläche zwei zusammenfallende Tangentialebenen hat, so ist die Developpable 



1) Später findet sich, dass durch einen Doppelpunct einer Fläche vier 
PolarflÜchen gehen müssen , die, im Falle die Fläche in ihrer Ordnung vollständig 
allgemein ist, keinen Punct gemein haben. Daraus folgt, dass die allgemeinste 
Fläche einer gegebenen Ordnung keine Doppelpuucte hat. Damit eine Ebene die 
Fläche in einem Puncte, in zwei (getrennten oder unmittelbar folgenden) Puncten, 
in drei Puncten berflhre, muss man, wenn die Berührungspnncte nicht gegeben 
sind, einer, zwei, drei Bedingungen Genfiige leisten. Nun ist eine Ebene gerade 
durch drei Bedingungen bestimmt, und eine in ihrer Ordnung allgemeine Fläche 
bat daher eine ein&ch unendliche Beihe Bitangentfalebenen , eine einfach unend- 
liche Reihe stationärer Ebenen und eine endliche Reihe dreifacher Tangentialebenen. 

Reciprok : Eine TöUig allgemeine Fläche, was die Classe betrifit , hat keine 
vielfachen Tangentialebenen, wohl aber unendlich viele Biplanarpuncte, die eine 
Knotencunre bilden, eine unbegrenzte Zahl Uniplan arpuncte, die eine Cuspidalcurve 
erzeugen, und eine endliche Zahl Triplatiarpuncte (dreifache Puncto mit den Os- 
pulierenden in drei Terschiedeaen Ebenen). 
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S die osculierende von Sj das heisst; ' sie wird von solchen Ebenen gebildet, 
die zwei unmittelbar folgende Berührungspuncte mit S haben. Diese Ebenen 
sind die sogenannten stationären, und ihre Berührungspuncte sind die para- 
bolischen Functe (31) der Fläche. 

Der Curve, in welcher sich zwei Flächen' /S> T schneiden, entspricht 
die Developpable , die durch die gemeinschaftlichen Tangentialebenen der 
entsprechenden Flächen S', T entsteht. ^) Den gemeinschaftlichen Schnitt- 
puncten dreier Flächen entsprechen die Ebenen, welche die drei entsprechenden 
Flächen zugleich berühren; den Flächen, welche durch ein und dieselbe 
Curve gehen, die Flächen, welche von ein und derselben Developpablen berührt 
werden; u. s. w. 

Berühren sich zwei Flächen iS, T in einem Functe p, das heisst, haben 
sie einen gemeinsamen Punct p mit derselben Tangentialebene P, so haben 
die reciproken Flächen ä', T die Tangentialebene P' gemein mit demselben 
Berührungspuncte p', das heisst, auch S', T berühren sich in einem Puncte 
p'. Wenn jS, T sich längs einer Curve berühren, so thun dies ä', T längs 
emer anderen Curve; u. s. w. 

40. Haben zwei Flächen v-ter Ordnung eine Curve v/?-ter Ordnung 
gemein, die auf einer Fläche p-tQv Ordnung {p<^^) liegt, so schneiden sie 
sich ausserdem in einer anderen Curve v{y — y9)-ter Ordnung, die auf einer 
Fläche der (i'—/o)-ten Ordnung liegt. 2) Aus diesem Satze erhält man mittelst 
der Methode der reciproken Polaren folgendes andere Theorem: Sind zwei 
Flächen v-ter Classe in eine Developpable vyo-ter Classe eingeschrieben, in 
welche auch eine Fläche p'i&t Classe eingeschrieben ist, so gibt es eine 
andere Developpable v(i'— ^)-ter Classe, welche beiden Flächen v-ter Classe 
und einer neuen Fläche (v — /o)-ter Classe umgeschrieben ist. 

So hat man zum Beispiel für ^ = 2, p=\\ 

Gehen zwei Quadriflächen durch dieselbe ebene Curve, so schneiden 
sie sich noch in einer anderen ebenen Curve, ^) Und sind zwei Quadri- 



1) Wir haben früher die Anzahl der Functe gefunden, welche die gemeinsame 
Curve zweier Flächen von den Ordnungen vi , vz individualisieren, ebenso viele 
Tangentialebenen bestimmen die zwei Oberflächen vi-ter und v^-ter Classe gleich- 
zeitig ungeschriebene Developpable. 

2) Man beweist dieses Theorem, indem man die gegebenen Flächen durch 
eine beliebige Ebene schneidet und beachtet, dass f&r die entstandenen Curven 
folgender Satz Platz greift: Wenn zwei Curven v-ter Ordnung sich in vp Puncten 
schneiden, die auf einer Cuito /o-ter Ordnung liegen, so haben sie noch v(v— /?) 
andere Puncte gemein, die auf einer Curve (v— yo)-ter Ordnung liegen. {E nleitung, 
Nr. 43). 

3) Dies findet statt, wenn die beiden Quadriflächen sich in zwei Puncten a, bt 
die nicht auf einer gemeinschaftlichen Geraden liegen , berühren. Die Puncte o, b 
sind dann für den vollständigen Durchschnitt beider Flächen Doppelpuncte (19); 
folglich schneidet sie die durch o, b und durch einen anderen gemeinschaftlichen 
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flächen demselben Kegel eingeschrieben, der natürlich von der zweiten Ord- 
nung sein mnss, so haben sie noch einen anderen umgeschriebenen Kegel 
genaein. 



Panct gelegte Ebene in ein und demselben Kegelschnitte, weil zwei Kegelschnitte, 
die drei Puncte gemein haben und in zwei derselben dieselben Tangenten, zu- 
sammenfallen. Die durch ab und einen neuen gemeinschaftlichen Punct, der nicht 
im obigen Kegelschnitt liegt, gelegte Ebene schneidet somit die Fläche in einem 
andern Kegelschnitt. Umgekehrt, wenn zwei Quadriflächen einen und folglich zwei 
Kegelschnitte gemein haben, so schneiden sich letztere in zwei Puncten in der 
Durchschnittsgeraden ihrer Ebenen; in diesen Puncten berühren sich beide Flächen. 

Der reciproke Satz lautet: Berühren sich zwei Qnadrifl&chen in zwei Puncten, 
die nicht auf einer gemeinsamen Geraden liegen, so sind sie in zwei Kegel einge- 
schrieben, deren Scheitel auf der Durchschnittsgeraden der Ebenen A , B liegt, 
welche in jenen Puncten berühren, und umgekehrt, sind zwei Quadriflächen in 
einen und folglich auch in zwei Kegel eingeschrieben, so berühren sie sich in zwei 
Puncten, u. s. w. 

Aus der Combination beider reciproker Sätze folgt: Gehen zwei Quadriflächen 
durch zwei ebene Gurven, so sind sie auch in zwei Kegel eingesehrieben und um- 
gekehrt. 

Ein etwas allgemeineres Theorem ist das folgende: Sind zwei Quadriflächen 
in ein und dieselbe Qtmdrifl&che eingeschrieben , so haben sie zwei Kegelschnitte 
gemein. Die beiden Berührungscurven schneiden sich nämlich in zwei Puncten, 
die auf der gemeinschaftlichen DurchFchnittsgeradcn ihrer Ebenen liegen. In jedem 
dieser Punete berühren sich die drei Quadriflächen, also hat die erwähnte Eigen- 
schaft statt. Die Ebenen der beiden gemeinschaftlichen Kegelschnitte der beiden 
ersten Flächen gehen durch die beiden Berührungspuncte, das heisst durch die 
Durcbschnittsgerade der Ebenen der Berührungscurven mit der dritten Fläche. Aus 
dem reciproken Satze findet man ausserdem noch , dass die Scheitel der Kegel, 
welche den .beiden ersten Flächen gleichzeitig umgeschrieben sind, mit den Scheiteln 
der Kegel in derselben Ebene liegen, welche denselben Flächen separat längs der 
Berührungscunre mit der dritten Fläche umgeschrieben sind. Schneiden sich um- 
gekehrt zwei Quadriflächen in zwei Kegelschnitten, so sind sie gleichzeitig in eine 
unbegrenzte Zahl anderer Quadriflächen eingeschrieben, unter denen zwei Kegel 
sind; u. s. w. Diese Eigenschaften der Flächen zweiter Ordnung verdankt man 
Monge, (Correspondance sur T^cole polyteohnique , T. 2; p. 321 u. f.) Man ver- 
gleiche PoNCELGT, Proprietes projectives des figures, Paris 1822. Supplement. 

Es seien Q\ , Qi, Qs drei Quadriflächen , die sich in denselben Puncten a» b 
berühren, und ^i, ßij ^2, ßz; A3, Bs die Ebenenpaare, die durch a« b gehen und die 
Kegelschnitte enthalten , in denen sich bezüglich Q> und Qs , Q3 und Qt , Qi und 
Qi schneiden. Es seien jetzt .4, B die Ebenen, die ebenfalls durch a, b gehen 
und in denen die Kegelschnitte liegen, welche Qi mit einer beliebigen Quadrifläche 
Q des Büschels {Q2, Qa) gemein hat; dann behaupte ich, dass die Ebenenpaare 
{'U, B2', A3, Bs; A, B; . . .) in Involution sind. Eine Ebene A, dio durch ab 
beliebig gelegt ist, schneidet nämlich Qi in einem Kegelschnitte, welcher in 
a und h alle Flächen des Büschels ($2, Qs) berührt. Die Quadrifläche dieses 
Büschels also, welche durch einen beliebigen Punct dieses Kegelschnittes geht. 
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• 

Zwei Quadriflächen schneiden sich im Allgemeinen in einer Raumcurve 
vierter Ordnung. Haben sie aber eine Gerade (Directrix) gemein, so ist die 
übrigbleibende Durchschnittscurve eine Raumcurve dritter Ordnung (Cubiacke 
Raumcurve), welche jene Gerade in zwei Puncten schneidet. ^ Diese 
Curve kann man auch als Ort der Puncte erhalten, in welchen sich drei ent- 
sprechende Ebenen dreier pT^jectiviacker Ebenenbiischel schneiden. Die Geraden, 
in welchen sich die entsprechenden Ebenen des ersten und zweiten Büschels 
schneiden, bilden ein Hyperboloid, ebenso erzeugen das erste und dritte 
Büschel ein anderes Hyperboloid, und diese beiden Hyperboloide, welche 
die Axe des ersten Büschels gemein haben, schneiden sich ausserdem in 
einer Raumcurve dritter Ordnung. 

Der reciproke Satz sagt aus, dass zwei Quadriflächen im Allgemeinen 



I enthält ihn ganz, und diese Quadrifläche schneidet Qv in einem neuen Kegelschnitt, 

1 der die Ebene B indiYidual isiert. Die Ebenen Ä^ B bestimmen sich eine aus der 

\ anderen in der nämlichen Weise, also hat die ausgesprochene Eigenschaft statt. Unter 

I den Flächen des Büschels {Qz^ Qs) ist es die aus den Ebenen Ai, B\ zusammengesetzte, 

"! ür welche die entsprechenden Ebenen A, B eben mit diesen ^i, ^i zusammen- 

I ffällen; folglich sind die drei Ebenenpaare A\^ B^; A2,B%', A3, Bs in Involution. 

I Dieses Theorem führt zu einer Eigenschaft der Flächen beliebiger Ordnung. 

Gegeben zwei Flächen, die sich in einem Puncte a berühren, man sucht die Ge- 
raden, welche in diesem Puncto die Schnittcurve der Flächen berühren. Man kann 
offenbar bei dieser Untersuchung jeder Fläche eine osculierende Quadriiläöhe durch 
a substituieren, weil, sobald eine Ebene durch a die beiden osculierenden Quadri- 
- flächen in Curven schneidet, welche, mindestens drei Paar gemeinschaftliche zu- 

I sammenfallende Puncte haben, auch mit den Schnittcunren derselben Ebene mit 

] den gegebenen Flächen eine dreifache Berührung statt hat. Da nun eine oscalie- 

I rende Quadrifläche einer gegebenen Fläche in einem gegebenen Puncte nur sechs 

Bedingungen unterworfen ist, und folglich noch drei weiteren Bedingungen genügen 
i kann, so Vlürfen wir annehmen, dass die beiden Quadriflächen sich nicht allein in 

: üt sondern auch noch in einem anderen Puncte b berühren. Nun sehneiden sich 

• 

die beiden Quadriflächen in zwei Kegelschnitten, deren Ebenen die Tangential- 
I ebene in a längs den gesuchten Geraden schneiden. (Olivier, Sur la construction 

des tangents en un poini multiple etc. Journal de T^cole polytechnique. Gab. 21. 
18B2; p. 307). Hat man endlich drei Flächen, die sich in a berühren, so erhält 
man aus dem oben bewiesenen Satze von den Quadriflächen als Corollar : Die 
Tangentenpaare der drei Curven in a, in welchen sich die Flächen zu zwei und 
zwei schneiden, sind in Involution. (Chasles, Apergu Note 10. S. 340 der deutschen 
, Ueberaetzung). 

i 1) Diese Zerlegung der Curven vierter Ordnung hat statt, wenn die beiden 

Flächen sich in zwei Puncten berühren, die auf einer gemeinsamen Directrix beider 
Flächen liegen. Jede Ebene, welche durch diese Gerade geht, schneidet die beiden 
Quadriflächen in zwei Generatrixen, eine für jede Fläche, und der Ort der Puncte, 
welche dicäen beiden Geraden gemein sind, ist die Curre, welche zugleich mit der 
gegebenen Directrix den vollständigen Durchschnitt der Oberflächen bildet. Diese 
Curve muss also von der dritten Ordnung sein, und die Directrix in den beiden 
Puncten s^^bn^idep, in denen, die beiden Quadriflächen sich berühren. 
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in eine Developpable vierter Classe eingeschrieben sind, die von ihren ge- 
meinschaftlichen Tangentialebenen erzeugt wird. Haben aber die beiden 
Quadriflächen eine Gerade gemein, so haben diejenigen gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen , die nicht durch jene Gerade gehen , als Enveloppe eine 
Developpable dritter Classe, von der zwei Tangentialebenen durch die 
genannte Gerade gehen. ^) Diese abwickelbare Fläche kann auch als Enve- 
loppe der Ebenen erhalten werden, welche durch drei correapondierende Puncte 
dreier gerader projecthyiacher Punctreihen hindurchgehen ^ die nicht je zwei in 
derselben Ebene liegen. 



CAPITEL VL 

LINEARE FLÄCHENSYSTEME. 

41. In derselben Weise wie für die ebenen Curven 2) beweist man für 
die Flächen, dass die Punctgrnppen , in denen eine beliebige Gerade die 
Flächen eines Büschels v-ter Ordnung schneidet, eine Involution des v-ten 
Grades bilden. 3) Diese Involution hat 2(v — 1) Doppelpuncte , folglich hat 
inan den Satz : 

In einem Büschel der v-ten Ordnung gibt es 2(v — 1) Flächen ^ die eine 
gegebene Gerade berühren. 



Dies ist der Fall, wenn die beiden Flächen sich in zwei Puncten einer ge« 
meioBchaftlicben Directrix berühren. Gehen daher zwei Quadriflftchen durch die- 
selbe cubische Baumcurve, so sind sie auch in dieselbe Developpable dritter Classe 
eingeschrieben und umgekehrt. 

Darch einen beliebigen Punct der gemeinsamen Geraden geht eine GTeneratrix 
der ersten und eine Generatriz der zweiten Quadrifläche. Die Ebene der beiden 
Generatrixen hat die Developpable dritter Classe zur Enveloppe. Dio Tangential- 
ebenen derselben entsprechen projectivisch den Puncten einer Geraden. Man beachte 
ausserdem, dass diese Developpable keine Doppeltangentialebene oder Wendeebene 
baben kann, weil der Punct, in dem eine solche Ebene zwei andere Ebenen schnei- 
den würde, in vier Tangentialebenen l&ge, was dem widersprechen würde, dass es 
eine Developpable dritter Classe ist. Die Charakteristiken derselben sind daher (14): 

Man sehe des Yerffissers Abhandlung: Sur les cubiques gaucheg (Nou volles 
Ann. de Math. 2«. s^rie, T. 1. Paris; 1862). 

2) Einleitung, Nr, 49. 

3) Umgekehrt gehören die Flächen derselben Ordnung einer einfach unend- 
lichen Reihe, welche von irgend einer Geraden in Punctgruppen in Involution ge- 
schnitten werden, zu dem nämlichen Büschel, weil in Qemässheit der Voraus- 
seUung ein Punct des Baumes entweder in einer oder in allen Flächen der 
Ii«ihe liegt 
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Eine Ebene schneidet die Fläche eines Büschels in Curven, die ein 
anderes Büschel bilden, dessen Basispiincte die Durchschnitte d€r Transver- 
salebene mit der Basis-Curve de|; ersten Büschels sind. Nun gibt es in 
einem ebenen Curvenbüschel v-ter Ordnung 3(»' — 1)*, die einen Doppelpunct 
haben ^) ; man hat folglich den Satz : 

In einem Büschel v-ter Ordnung gibt en 3(v — 1)* Flächen, welche eine 
gegebene Ebene bei-iihren. 
I 42. Ich nenne diejenige A-fach unendliche Reihe von Flächen v-ter 

I Ordnung ein lineares System ß-ter Stufe und v-ter Ordnung j welche Xli{v) — [j- ge- 

I meinschafthchen Bedingungen in der Art genügen, dass durch ß beliebig im 

I Baume angenommene Puncte nur eine einzige Fläche geht, welche den oben- 

! genannten Bedingungen Genüge leistet. -) 

Für A=l, 2, 3 heisst die Reihe in derselben Folge -ßiwcÄe/, Netz und 
lineares System im engeren Sinne. 3) 
\ 43. Aus den vorhergehenden Definitionen folgt sofort, dass alle Flächen 

eines Systemes Ae-ter Stufe, welche durch p beliebig gegebene Puncte gehen, 
\ ein niederes lineares System (At— /o)-ter Stufe bilden, welches in dem ge- 

} gebenen Systeme enthalten ist. 

Diejenigen Flächen desselben ersten Systems, welche durch andere p* 
*' gegebene Puncte gehen, bilden ein zweites niederes lineares System {fi — /o')-ter 

Stufe. Haben die beiden Gruppen von p und p' Puncten <r Puncte gemein, und 
I ist p-{-p' — ö'</*, so bilden die Flächen, welche durch die p-^-p'^a ver- 

5 schiedenen Puncte gehen, ein lineares System (ß—p — /?'4-<')-ter Stufe, welches 

] sowohl im Systeme {ß—p)-i^x Stufe als in dem (p-—p'y\.^x Stufe enthalten 

I ist. Ist aber p-^-p'—tr^^ß, so bestimmen dX^ p-\-p'—c verschiedenen Puncte 

Ü eine einzige Fläche, welche den beiden niederen Systemen {ß—p)iQT und 

(/£— /?')-ter Stufe gemein ist. *) 

Ein lineares System der ß ten Stufe ist durch ß-\-\ Flächen derselben 
Ordnung* bestimmt, welche nicht ein und demselben linearen System nie- 
derer Stufe angehören. Es seien nämlich üi, üi, . , . , ü/i+i die ß-\-l ge- 
gebenen Flächen, und man suche die Fläche des Systems, welche durch die 
Puncte 01 02, 03, ... , On^^jOn gebt. Die Flächenpaare (tTiüi), (Uiüs), 



1) Einleitung, Nr. 88. 

*) JoNQüi^REs, Etudes sur les singularitet des sur/aces algebriques (Journal 
de Liouville, 2® (Bxp.) sdrie. T. 7; 1862). 

d) Die Ebenen , welche durch eine Gerade gehen, bilden ein Büschel ; die 
Ebenen, die sämmtlich durch einen festen Punct gehen, bilden ein Netz (Bündel), 
und alle Ebenen des Baumes bilden ein lineares System im engern Sinne 

4) Hieraus ergibt sich zum Beispiel, dass zwei in einem Netz enthaltene 
Büschel eine Fläche gemein haben; dass ein Büschel und ein Netz, die in einem 
linearen Systeme im engern Sinne enthalten sind, eine Fl&che gemein haben ; dass 
zwei Netze, die in einem linearen Systeme im engem Sinne sich befinden, eine 
unbegrenzte Zahl von Flächen gemein haben^ die ein Büschel bilden; u. s. w. 
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. . »,(UiU/n){Uiü/jL^i), individualisieren ß Büschel, in denen es /i Flächen 
gibt, die sämmtlich durch Oß gehen. Nehmen wir an, dass diese ß Flächen 
ein lineares System der (ju— l)-ten Stufe bestimmen, so ist diejenige Fläche 
dieses Systems, welche ausserdem noch durch oi,0:, . . ., Oß—\ geht, die 
verlangte. Also ist der Satz für fi bewiesen, wenn er für ß-'l besteht, er 
findet aber statt für ß = lj folglich gilt er allgemein. ^) 



1) Sind 

Ux=:OyUi=0, .. . , Ufi = 0, Ußjfi = 

die Gleichungen der gegebenen Fl&chen, so werden alle Flächen des Systems durch 
die Gleichung dargestellt: 

wo die X unbestimmte Parameter sind. Diese Gleichung zeigt, dass eine beliebige 
Fläche des Systems ein Theil des Büschels ist, das von zwei Flächen gebildet 
wird, deren eine dem niederen Systeme (/o— l)-ter Stufe 

Zj r/i-fza ^« + • • • +^^ ^/o = 

angehört, und die andern dem linearen Systeme (/z— /o)-ter Stufe 

xpjfX üp-^\ + z^-|-227^-f 2+ . . . + xß^i üß^i = 0. 
Theilt man also die gegebenen Flächen in zwei Gruppen, die eine von p die andere 
von ß—p-\~i Flächen, die zwei lineare niedere Systeme (/o~l)-ter und (ß—p)-ter 
Stufe indiridualisieren, und man nimmt beliebig aus jedem dieser niederen Systeme 
eine Fläche als ein Büschel bestimmend an, so gehören sämmtliche Flächen des 
Büschels dem vollständigen Systeme an, und umgekehrt können alle Flächen des 
vollständigen Systems in dieser Weise erbalten werden. Macht man zum Beispiel 
p= i, so erhält man den Satz, dass eine beliebige Fläche des Systems die Fläche 
^1 = in einer Curre schneidet, durch welche eine Fläche des niedern Systems 
gebt, das durch C/i =r 0, C/3 = 0, . . . . ^AH-i = bestimmt ist. 

Aus dem Vorhergehenden resultiert ausserdem noch : Wenn man in einem ge- 
gebenen linearen Systeme p-\'\ Flächen, die nicht demselben Systeme (p — l)-ter 
Stufe angehören, annimmt, so dass sie ein System der /o-ten Stufe bestimmen, so 
gehören auch alle Flächen dieses Systems dem gegebenen Systeme an. 

Es ist auch sogleich klar, dass, wenn die Flächen, welche ein lineares System 
individualisieren, einen Punct gemein haben, derselbe in allen Flächen des Systems 
liegt. So gehen ftir /a = 1 die Flächen eines Büschels v-ter Ordnung sämmt- 
lich durch dieselbe Gurre der Ordnung v^, und folglich schneiden sich die Flächen 
eines linearen Systems /z-ter Stufe, die durch ß — 1 beliebig gegebene Puncto 
gehen, längs einer Gurre v^-ter Ordnung. Für ß = 2 erhält man: Die Flächen 
eines Netzes haben im Allgemeinen u^ gemeinschaftliche Puncto, also schneiden 
sich die Flächen eines Systems ß-ter Stufe, die durch ß—2 beliebig gegebene 
Puncto gehen in andern u^—ß-\-2 Puncten. (Wir sagen im Allgemeinen, weil die 
Basis eines Netzes auch eine Gurve sein kann, die dann offenbar nothwendig von 
niederer Ordnung als v^ sein muss. So bilden zum Beispiel die Quadriflächen 
die durch sieben gegebene Puncto gehen ein Netz, und haben im Allgemeinen 
nur noch einen achten Punct gemein, wenn aber diese sieben Puncto auf einer 
cubischen Raumcurve liegen, so liegt diese auch auf allen Quadriflächen des 
Neties.) 
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44. Zwei lineare Systeme derselben ;E£-ten Stufe heissen projectivisch, 
wenn die Flächen des einen den einzelneu Flächen des andern in der Art 
entsprechen, dass den Flächen des ersten Systems, welche ein niederes System 
(A— ^)-ter Stufe bilden im zweiten Systeme ebenfalls Flächen entsprechen, 
die ein anderes System derselben (//— /o)-ten Stufe bilden. Die beiden nie- 
deren sich entsprechenden Systeme sind offenbar projectivisch. 

Da ein Büschel eine einfach unendliche Reihe von Elementen ist, so ist 
die gegenseitige Projectivität zweier Büschel durch drei Paare entsprechender 
Flächen, die beliebig gegeben oder festgelegt sind, bestimmt, i) Nehmen 
wir im Allgemeinen für zwei lineare Systeme A'-ter Stufe an, dass den Flächen 
Uly Ui, . , , y f^_|_i des ersten Systems, die nicht demselben niedern Systeme 
angehören, der Reihe nach die Flächen Vi , V^, . . . , ^/jl4-i <^®s zweiten 
Systems, die ebenfalls nicht zu demselben niederen Systeme gehören, ent- 
sprechen und lassen wir, unter IT« eine Fläche des Büschels {Up ^/jtj_i) und 

unter V« eine solche des Büschels ( V^ F„ , j) verstanden, die Flächen 

IT,, 112,113, . . . , XT^ bezüglich den Flächen Vi, V«, . . ., V^ entsprechen, 

so ist die projectivische Beziehung zwisohen den beiden gegebenen Systemen 
vollständig bestimmt, das heisst, einer beliebigen Fläche des ersten Systemes 
entspricht eine vollständig bestimmte Fläche des zweiten. Denn eine be- 
liebige Fläche des ersten Systems bildet einen Theil (43) des Systems nie- 
derer (At— l)-ter Stufe, das durch Oberflächen gebildet wird, die bezüglich 
zu den Büscheln (C/i, ÜJf^^), (C/jZ7^_^j) . . ., (ü'^ü'^,^) gehören. Es seien 

diese Flächen die oben durch XTi , XTz, . . .,11« bezeichneten. Die Büschel 
(TJpTJff)y(Upü^), die zu demselben Netze {UpU^üp^^ gehören, haben 
eine Fläche gemein, der diejenige Fläche entspricht, welche die Büschel 
(VioV<r)>(^/> ^<r) gemein haben. Auf diese Weise besteht für die niederen 
Systeme (XIi,!!?, . . . "0";^) > (Vi , Vg , . . V^) dieselbe Beziehung, wie für 
die gegebenen Systeme /-t-ter Stufe. Der Satz gilt also für die Systeme 



Da ein Netz durch drei Flächen individualisiert wird, so gehen durch v' ge- 
meinschaftliche Puncto dreier Flächen v-ter Ordnung eine unbegrenzte Zähl yon 
Flächen, die ein Netz bilden. Eine Fläche der v-ten Ordnung ist durch ]l(v) 
Puncto gegeben, also geht durch l!t(»')—2 gegebene Puncto ein Netz von Flächen 
derselben Ordnung; drei beliebige dieser Flächen schneiden sich in v^ Puncten, 
die gegebenen eingeschlossen, und durch diese v^ Puncto geht eine unbegrenzte 
Zahl yon Flächen derselben Ordnung, nämlich die, welche die gegebenen Puncto 
enthalten. Folglich schneiden sich alle Flächen v-ter Ordnung, welche jO[(v)— 2 
gegebene Puncto enthalten, in andern v^ — tt(»')-[~2 Puncten, die durch die eJrsten 
mit bestimmt sind. tt(v) — 2 beliebig gegebene Puncte bestimmen daher alle Basis- 
puncte eines Flächennetzes v-ter Ordnung. Lamö, Examen des diffdrentes me- 
ihodes etc. Paris 1848. — Pi^ueckeb, Becherches sur les surfaces algebHques, 
(Annales de Gergonne. T. 19). 

1) Einleitung, Nr. 8. 
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* 

Mer Stnfe, wenn er für Systeme (/z— l)-ter Stufe statt hat. Er ist aber 
für Büschel beieiesen, das heisst für Ai=l, folglich besteht er allgemein. *) 

45. Ein Ebenennetz besteht aus allen Ebenen, welche durch ein und 
denselben Punct (Mütdpwnct) gehen. Strahlen des Netzes heissen die Geraden 
die durch, den Mittelpnnct gehen. 

Zwei Ebenennetze heissen reciprok, wenn die Ebenen des einen den 
Strahlen des andern einzeln entsprechen, in der Art, dass den Ebenen des 
einen Netzes, die ein Büschel bilden, das heisst, die durch ein und denselben 
Strahl gehen, im andern Netze die Strahlen eines Büschels entsprechen, das 
heisst die Strahlen, die in ein und derselben Ebene durch denselben Punct 
gehen. Das Ebenenbüschel und das entsprechende Strahlenbüschel sind 
projectivisch. 

Ebene Functreihe ist der Complex aller an Zahl zweimal unendlicher 
Pancte einer Ebene. Siralilen einer ebenen Punctreihe sind die Geraden, 
dk sie enthält. 

Zwei ebene Punctreihen heissen reciproJc, wenn den Puncten der einen 
die Strahlen der andern in der Art entsprechen, dass den Puncten der ei)ien 
Ebene, die eine gerade Punctreihe bilden, das heisst sämmtlich auf einem 
Strahle liegen, in der andern Ebene die Strahlen eines Büschels, das heisst, 
die Strahlen entsprechen, die sich in einem Puncte kreuzen. Die gerade 
Punctreihe und das entsprechende Strahlenbüschel sind projectivisch. 

46. Gegeben zwei reciproke Ebenennetze deren Mittelpuncte «,ei sind. 
Man verlangt den ''Ort P der Puncte, in welchen die Strahlen des ersten 
Netzes die entsprechenden Ebenen des zweiten Netzes schneiden. Eine 
Ebene A die beliebig durch » gelegt ist, enthält ein Strahlenbüschel des 
ersten Netzes und schneidet die entsprechende Ebene des Netzes («i) in 
einem zweiten Strahlenbuschel, dessen Mittelpunct der Punct a ist, in welchem 
die Ebene A von dem Strahle ai getroifen wird, der ihr im Netze («i) ent- 
spricht. Da beide Strahlenbüschel projectivisch sind, so erzeugen sie einen 
Kegelschnitt, der durch » und o geht, das heisst, jede beliebige Ebene durch 
6 schneidet F in einem Kegelschnitte. Da der Punct a auf dem Kegel- 
schnitte liegt, so geht die Ebene Ji, welche dem Strahle aa = a entspricht, 
durch a ; dieser Punct ist aber auch der Durchschnitt der Ebene A mit dem 
Strahle »ia = ai, und folglich ist die Fläche F auch der Ort der Puncte, 



1) Angenommen den Flächen 

des ersten Systems entsprächen die Flächen 
Fl = 0, F, = 0, . . . . , F/i-i-i := ; V 1= F, + F/^-f-1 = 0, ¥2= F2+ Vß^i = 0, . . . , 

des zweiten, so sind zwei beliebige entsprechende Flächen durch die Gleichungen 
dargestellt : 

\x, Ux +za üfr\- . . . +^ßJ^\ f^^+i = 0, 

^xx Ft+x, F,+ . . . +;:^^i F^^i = 0. 
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in denen die Strahlen des zweiten Netzes die entsprechenden Ebenen des 
ersten treffen. Man kann daher in derselben Art beweisen, dass P auch 
von jeder Ebene, die durch äi geht, in einem Kegelschnitte getroffen wird. 
Die Fläche kann nicht mehr als zwei Puncte mit einer beliebigen Geraden g 
# gemein haben. Denn der Kegelschnitt, welcher P und der Ebene «^ ge- 

mein ist, schneidet g nur in zwei Puncten. Folglich ist P eine Fläche 

« zweiter Ordnung. 

Ein Strahl g des ersten Netzes trifft P ausser in noch in einem 

I zweiten Puncte, dem Durchschnittspuncte von g mit der entsprechenden 

; Ebene Gx des zweiten Netzes. Dieser zweite Punct ist dem Puncte Si un- 

endlich nahe, wenn G\_ durch ääi geht, folglich entspricht dem Strahle si%Y 
des zweiten Netzes die Tangentialebene von P in «, und dem analog ent- 
spricht 'die Tangentialebene in di dem Strahle i&\fi des ersten Netzes. 

i Es sei S die Tangentialebene in «, Dann 'bilden die Strahlen, die in 

dieser Ebene durch gehen, ein Büschel und entsprechen den Ebenen, die 

durch %ifi gehen. Diese scheiden S in Geraden, die ein Büschel bilden. 

I . . 

t Die Büschel sind projectivisch und haben entweder zwei reelle verschiedene 

I Strahlen gemein, oder zwei zusammenfallende gemeinsame Strahlen, oder 

keine zusammenfallende Strahlen, oder es fallen endlich alle Strahlen zusammen. 
Im ersten Falle ist die Flache windschief, im zweiten ist sie ein Kegel, im 
dritten ist sie eine Fläche mit elliptischen Puncten (25). Im letzten Falle 
besteht die Fläche P aus der Ebene S und einer zweiten Ebene, i) 

! 47. Umgekehrt beweist man leicht, dass jede beliebte gegebene Fläche 

i zweiter Ordnung auch auf unendlich verschiedene Arten mittelst zweier 

reciproker Ebenennetze erzeugt werden kann, deren Mittelpuncte zwei be- 

J liebig auf ihr angenommene Puncte sind. Und hieraus ergibt sich die Con- 

struction einer Quadrifläche von der neun Puncte gegeben sind. 2) 

; Analog kann man den Satz aussprechen. Sind zwei ebene Panct- 

' reihen reciprok, so ist die Enveloppe der Ebenen, die durch einen beliebigen 

Punct der einen Ebene und den entsprechenden Strahl der anderen Ebene 
bestimmt werden, eine Oberfläche zweiter Classe. Eine Fläche zweiter CUsso 

! kann umgekehrt immer auf unendlich verschiedene Arten mittelst zwei be- 

liebiger von ihren Tangentialebenen erzeugt werden, die reciproke ebene 

i Punctreihen sind. 



j 1) Seidewitz, Konatruhtion und Klassifikation der Flächen des zweiten Grade» 

\ mittelst jorojehtivischer Gebilde (Grunert's Archiv für Math, und Phys. Bd. 9 S. 187)* 

.; — Man vergleiche auch Reye, Geometrie der Lage (Hannover; 1868) 2. Abth. S. 26. 

2) ScHROETEB, Prohlematis geometrici ad superficiem secundi ordinis per data 
puncta construendam spectantis solutio nova (Vratislaviae ; 1862). 
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CAPITEL Vn. 

EINHÜLLENDE FLÄCHEN. 

48. Hat man eine einfach unendliche Reihe von Flächen v-ter Ordnung, 
die lt(w)—l gemeinschaftlichen Bedingungen unterworfen sind, so kann* man 
diese Flächen als ebensoviele Lagen einer Fläche betrachten, welche gleich- 
zeitig die Lage und die Gestalt im Räume nach einem gegebenen Gesetze 
verändert. ^) 

Es seien SyS^,S"jS"',.,, aufeinanderfolgende Flächen der Reihd oder 
anch aufeinanderfolgende Lagen der variablen Fläche und S der Ort aller 
zn SS',S'S'*,S"S"',,,. analogen Curven. Die Fläche S wird dann durch 
S' längs der beiden unmittelbar folgenden unendlich nahen Curven SS^j S'S" 
geschnitten. Dieser Eigenschaft halber heissen die Flächen S dngehiiUte 
Flächen; S heisst die einhüllende Fläche und der Gurve, in welcher sich 
zwei unmittelbar folgende eingehüllte Flächen schneiden, das heisst der 
Berührungscurve zwischen der einhüllenden Fläche und einer der eingehüllten 
Flächen gibt man den Namen * Charakteristik der Einhüllenden. ^) 

* Sind die Flächen S Ebenen, so ist S eine Developpable und ihre 
Charakteristiken sind die Generatrixeu (7). 

49. Die Fläche S ist offenbar der Ort der Puncte, durch welche zwei 
unmittelbar folgende Eingehüllte gehen. Daher ist jeder Punct, in dem sich 
zwei, drei, . . . verschiedene Paare succeesiver eingehüllter Flächen schneiden, 
das heisst zwei, drei, . . . verschiedene Charakteristiken , für S respective 
ein Doppelpunct (Biplanarpunct), ein dreifacher Punct (Triplanarpuiict) . . . 
Die Fläche S hat also im Allgemeinen eine Doppel- oder Knotencurve, den 
Ort der Puncte, in denen sich zwei nicht unmittelbar folgende Charakteri- 
stiken schneiden, und auf dieser Curve gibt es eine bestimmte Zahl von drei- 
fachen Puncten. 

Ebenso ist ein Punct für S ein Uniplanarpunct, wenn sich in ihm zwei 
unmittelbar folgende Charakteristiken schneiden. Die Fläche besitzt folglich 
eine Cuspidalcurve, den Ort der Durchschnittspuncte aufeinanderfolgender 
Charakteristiken. Diese Curve wird von jeder Charakteristik .in dem Puncte 
berührt, den dieselbe mit der nächstfolgenden Charakteristik gemein hat. 

Die Cuspidalcurve ist der Ort der Puncte, in denen sich drei aufein- 
anderfolgende Eingehüllte treffen. Es können darunter eine bestimmte Zahl 



1) In der Art, dass die successiven Lagen der yariablen Fläche von den 
Werthen abhängen, die ein Teränderlicher Parameter annehmen kann. 

2) .Monge, Application de Vanalyse h la g^ometrie, §. VI. 
Cbkmoka, Oberflüchen. 4 
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vbn Pancten sein, von denen jeder in vier aufeinanderfolgenden Eingehüllten 
liegt, dafl heisst in drei unmittelbar folgenden Charakteristiken. Diese Functe 
würden offenbar Spitzen der Cuspidalcurve sein und würden wegen des 
Durchschnitts der ersten mit der dritten Charakteristik auch der Doppel- 
curve angehören. Die Puncte, in denen sich zwei unmittelbar folgende 
Charakteristiken und eine andere nicht unmittelbar folgende schneiden, sind 
Spitzen der Doppelcurve und liegen auch in der Cuspidalcurve. 

50. Um ein Beispiel zu geben, möge die Reihe der Flächen S so be- 
schaffen sein, dass durch einen beliebigen Puhct des Raumes zwei dieser 
Flächen gehen. Dann ist die Fläche S der Ort der Puncte, für welche die 
beiden Frächen S zusammenfallen. Da jeder Punct der Fläche S auf einer 
einzigen eingehüllten Fläche liegt, und zwar auf der, welche S im besagten 
Puncte berührt, so folgt, dass alle gemeinschaftlichen Puncte zwischen S und 
einer Eingehüllten Berührungspuncte dieser beiden Flächen sind. Aber die 
Beruhrungscurve zwischen S und einer Fläche S ist der Durchschnitt dieser 
letztern mit der nächstfolgenden Eingehüllten, und ist daher eine Curve 
vMer Classe. S ist also eine Fläche 2v-ter Ordnung. Auf derselben exi- 
stiert weder eine Doppelcurve, noch eine Cuspidalcurve, weil kein Punct 
des Raumes nur in drei Flächen S liegt. 

Drei eingehüllte Flächen schneiden sich in »*' Puncten, die nothwendig 
allen Flächen S angehören, da sie nicht in eiqer endlichen' Zahl von Flächen, 
die grösser als 2 ist, liegen können. In jedem dieser Puncte wird S von 
der Ebene berührt, die in ihm eine der eingehüllten Flächen berilOTt. 
Folglich sind alle diese Puncte für die Fläche S DoppelpUncte, und durch 
dieselben gehen nicht blos die Flächen S, sondern auch alle Berührungs- 
curven der Fläche S mit den Eingehüllten. 

Da die Beruhrungscurve zwischen S und der Eingehüllten S der Durch- 
schnitt der letzteren Curve mit der nächstfolgenden Eingehüllten ist, so ist 
die genannte Curve — das heisst eine ' beliebige Charakteristik von S — 
die Basis eines Flächenbüschels v-ter Ordnung (20). Die Beruh rungscurven 
zweier beliebiger Eingehüllten haben j*^ Puncte gemein, und folglich hat die 
Fläche v-ter Ordnung, die durch die erste Curve und einen beliebigen l^nnct 
der zweiten geht, mit letzterer v^+1 Puncte gemein, das heisst, sie enthält 
sie vollständig. Zwei nicht unmittelbar folgende Charakteristiken der Fläche 
S liegen also auf ein und derselben Fläche v-ter Ordnung. 

Lässt man durch eine Charakteristik von S eine Fläche v>ter Ordnung 
gehen, so schneidet diese S in einer andern Curve v*-ter Ordnung. Es sei 
X ein beliebiger Punct dieser Curve. Dann enthält die Oberfläche v-ter 
Ordnung, die durch die gegebene Charakteristik und durch % geht, auch 
die Charakteristik, auf der x liegt, und jede Fläche »'-ter Ordnung also, die 
durch eine Charakteristik gelegt ist, schneidet S längs einer andern Cha- 
rakteristik. 

Alle analogen Flächen, deren jede S in zwei Charakteristiken schneidet, 
gehen durch die v^ Doppelpunctc der eiohüUenden Fläche. Diese Puncte, en/stan- 
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den durdi den Durchschnitt dreier Flächen v-ter Ordnung, bilden die Basis eines 
Netzes (43). Umgekehrt schneidet jede Fläche des Netzes S in zwei Charak- 
teristiken. Denn denken wir uns eine solche Fläche durch zwei Puncto, die 
beliebig auf S angenommen sind, bestimmt, so liegen die beiden Charak- 
teristiken, die durch diese Puncte gehen, auf derselben Fläche v-ter Ordnung, 
folglich u. 8. w. Zu dem Netze gehören auch die Eingehüllten S, Diese 
Mnd davon diejenigen Flächen, welche S in zwei unmittelbar folgenden 
Charakteristiken schneiden. 



CAPiTEL ym. 

WINDSCHIEFE FLÄCHEN. 

*51. Eine Fläche heisst eine Regel/lache^ wenn sie durch Bewegung einer 
geraden Linie erzeugt werden kann. Eine Eegelfläche ist also eine einfach 
unendliche Keihe von Geraden (Generatrixen). 

Liegen zwei unmittelbar folgende Generatrixen stets in derselben Ebene, 
80 bilden die Durchschnitte der aufeinanderfolgenden Generatrixen eine Curve, 
deren Tangenten eben diese Generatrixen sind. Die Regelfläche ist also in 
diesem Falle eine Developpahle (abwickelbare Fläche). 

Die Regelflächen, • die nicht abwickelbar sind, heissen windschief fgobbe, 
gauches, akewj oder geradlinig^ ^) das heisst eine windschiefe Fläche ist ein 
Ort, der durch eine Gerade erzeugt wird, von der zwei unmittelbar folgende 
Lagen im Allgemeinen nicht mehr in derselben Ebene enthalten sind. 

Die windschiefe Fläche der zweiten Ordnung lässt zwei Systeme gerad- 
liniger Generatrixen zu, das heisst zwei einfach unendliche Reihen von 
Geraden (24). 

52. Es sei S eine gegebene windschiefe Fläche, g eine ihrer Genera- 
trixen, m ein Punct beliebig auf g gelegen ; es seien ferner g', gl' die auf g 
folgenden Generatrixen. Die Gerade g ist oflenbar eine der beiden Oscu- 
lierenden der Fläche in m (16) und es geht folglich die Tangentialebene 
durch g, was auch der Berührungspunct m ist. Die Gerade, welche durch 
m geht und g' und g" schneidet, enthält drei unendlich nahe Puncte der 
Fläche, ist also die zweite Osculierende und bestimmt in Verbindung mit g 
die Beröhrungsebene M in m. 

Umgekehrt berührt jede beliebig durch g gelegte Ebene M die Fläche 



1) BellavitiS; Geomeiria. descritiiva (Padova 1861; p» 90). 
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in einem Puncte dieser Generatrix. Die Gerade, welche in der Ebene M 
60 gezogen ist, dass sie g' und g" schneidet, trifft g im BerUhrungspuncte m. 
Es ist auf diese Weise klar, dass längs der Generatrix g jeder Punct 
eine einzige Ebene M individualisiert, und umgekehrt jede Ebene M nur 
einen einzigen Punct m. Die Reihe der Puncte ttt und das Büschel der 
Ebenen M sind also zwei projectivische Gebilde, und es ist folglich das 
Doppelverhältniss von vier Tangentialebenen, die durch dieselbe Generatrix* 
gehen, gleich dem. Doppelverhältniss der vier BerUhrungspuncte. 2) 

53. Zwei windschiefe Flächen mögen jetzt eine gemeinschaftliche Gene- 
^ ratrix g haben. )^me durch g beliebig gelegte Ebene M berührt die eine 

Fläche in einem Puncte m und die andere in einem zweiten Puncte m'. Lässt 
] man M variieren, so erzeugen die beiden Puncte m, m' zwei projectivische 

Punctreihen, bei denen zwei Puncte mit ihten bezüglich entsprechenden 
Puncten zusammenfallen; die beiden l^lächen berühren sich folgliöh in zwei 
Puncten der gemeinschaftlichen Generatrix. Wenn sie sich nun in drei 
Puncten von g berührten, so fielen die Puncte m, m' immer zusammen, das 
heisst, die beiden Flächen würden sich längs der ganzen gemeinsamen Gene- 
ratrix berühren. 3) 

54. Ist eine windschiefe Fläche von der Ordnung Vj so trifft eine 'be- 
liebige Gerade v Generatrixen und jede von ihnen bestimmt mit jener Ge- 
raden eine Tangentialebene. Es gibt also v Tangentialebenen, die man 
durch die beliebige Gerade legen kann, das heisst, eine windschiefe Fläche 
v-ter Ordnung ist auch v-ter Classe und umgekehrt. *) Um die Begriffe 
Ordnung und Classe auf einmal zu umfassen, sagen wir, eine wind- 
schiefe Fläche ist vom v-ten Grade, wenn eine beliebige Gerade v Genera- 
trixen* trifft. 

55. Eine Ebene M, die eine gegebene windschiefe Fläche v-tep Grades 
in einem Puncte m berührt, schneidet die Fläche in einer geradlinigen Gene- 
ratrix g und einer Curve {y — l)-ter Ordnung. Diese trifft ^ in m und in 
V — 2 anderen Puncten. Jeder derselben ist ein Doppelpunct der Fläche, 
da er kein wirklicher Berührungspunct der Ebene mit der Fläche sein kann, 
und verändert sich nicht, wie auch die Ebene M Mm g rotiert. Die Curve 
(v — l)-ter Ordnung ist in der That der Ort der Puncte, in denen die Ebene 



1) Die Fläche S and das durch die Directrixen g^ g', g" bestimmte Hyperboloid 
osoulieren sich längs der Geraden g. In jedem Puncto derselben haben sie die 
n&mliche Tangentialebene und die nämlichen Osculierenden. Jedes andere Hyper- 
boloid', das durch die Geraden g, g' geht, hat längs g mit S einen Contact erster 
Ordnung. (Hachette, Supplement h la giomitrie descripiive de Monge, 1811 •) 

2) Chasles, Memoire sur les sur/aces engendre'es par une ligne droite etc. 
(Correspondence mathdmatfque et physique de Bruxelles, T. 11). 

3) Hachette, a. a, 0. ; — - 2*raitd de geometrie descripiive, Paris 1822. p. 84 

4) Caylky, On the iheory of skew sy^r/acea (Cambridge and Dublin msthe- 
xnatical Journal, T. 7; 1852). 



I 



52-56.] Windschiefe Flächen, 53 

AT yon Generatrixen ausser g geschnitten wird. Die auf g folgende Generatrir 
trifft M in dem auf den Berührungspunct m der Tangentialebene mit der Fläche 
unmittelbar folgenden Puncte der Curve; durch die anderen v~2 gemeinschaft- 
lichen Durchschnittspuncte der Geraden g mit der Curve gehen also eben- 
soviele nicht unmittelbar folgende Generatrixen. Ein Punct, in dem sich 
zwei getrennte Generatrixen schneiden, ist für die Fläche ein Doppelpunct, 
weil man, wenn man, wie es oben (52) geschehen ist, die auf obengenannte 
Generatrixen jedesmal folgenden Generatrixen betrachtet, findet, dass in diesem 
Puncte die Fläche zwei verschiedene Tangentialebenen zulässt. Oder man 
kann auch * darauf Rücksicht nehmen, das& der Durchschnittspunct zweier 
Generatrixen, die nicht unmittelbar aufeinander folgen, zwei zusammen- 
fallende Durchschnittspuncte der Fläche mit jeder beliebigen Geraden dar- 
stellt, die durch ihn gezogen ist, da diese Gerade nicht mehr als v — 2 andere 
Generatrixen schneiden kann. Die Fläche hat daher eine Doppelcurve, die 
von jeder Generatrix in v — 2 Puncten getroffen wird. ^) In jedem Puncte 
dieser Curve hat die Fläche zwei Tangentialebenen die respective durch die 
beiden Generatrixen gehen, welche sich in dem Puncte kreuzen und sich 
in einer Geraden schneiden, welche die Tangente der Doppelcurve ist. 

Aus der reciproken' Eigenschaft zieht man den Satz, dass die Ebenen, 
die zwei nicht unmittelbar folgende Generatrixen enthalten, zur Enveloppe 
eine doppelt berührende — der windschiefen Fläche doppelt umgeschriebene — 
Developpable haben, die v — 2 Tangentialebenen besitzt durch jede Generatrix 
der gegebenen Fläche. Jede Ebene, die zwei nicht unmittelbar folgende 
Generatrixen enthält, berührt die gegebene Fläche in zwei Puncten, nämlich 
in denjenigen, in welchen die vorgedachten Generatrixen von der Berührungs- 
generatrix zwischen der doppeltberührenden Developpablen und besagter 
Ebene geschnitten werden. 

56. Eine windschiefe Fläche hat im Allgemeinen einige singulären Genera- 
trixen, die von den unmittelbar folgenden Generatrixen getroffen werden. 
Treffen sich zwei unmittelbar folgende Generatrixen g, g', so berührt 
die Ebene, die sie enthält, die Fläche in allen Puncten von g, wie es bei 
den Developpablen eintritt. Diese Ebene kann also als eine stationäre Ebene 
angesehen werden, die eine unbegrenzte Zahl — parabolischer — Berührungs- 
puncte besitzt, die längs einer Geraden continuierlich aufeinander folgen. 
Jede Gerade, die in dieser Ebene liegt, ist Tangente der Oberfläche in einem 
Puncte der Generatrix g, und der Punct gg' kann als ein stationärer Punct 
mit unendlich vielen Tangentialel^enen angesehen werden, die säramtlich 
durch g gehen; jede Gerade, die durch den Punct gg' geht, ist Tangente 
der Fläche in einer Ebene, welche die Gerade g enthält. Die Zahl dieser 



^) Caylet, a, a, 0. An Stelle der v— 2 Doppelpuncte auf jeder Generatrix 
kann man in gewissen F&Uen eine äquivalente Zahl dreifacher, vierfacher .... 
Ponete haben; das heisst die Dnppelcorve kann durch eine äquivalente Curve von 
höherer Multiplicität ersetzt werden. 
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PoDCte and Ebenen ist für eine Fliehe gegebener OrdniiDg eod- 
licliy und folglich UUst dieselbe weder eine Caspidjdcarre nodi eine oscu- 
Uerende Dereloppable zu. Das heisst, der durch eine hdubige Ebene er- 
zeugte Schnitt hat keine Spitze, and der umgeschriebene Kegei , dessen 
Scheitel ein bdUbiger Ponct ist. hat keine Wendeebenen. 

In gewissen Fällen hat die Fläche auch Doppflg^HKTotrixoi, Eine solche 
repräsentiert zwei znsam menf allende Generatrixen für jede Ebene, die durch 
sie hindurchgeht. Jede Gerade , die sie schneidet , trift im Schnittpuncte 
die Fläche in zwei zusammenfallenden Puncien. 

Die Classe eines umgeschriebenen Kegels ist 38) gleich der der gegebenen 
Fläche, das hdsst gleich v. Ist daher d die Zahl der Bitangentialebenen 
des Kegels, das heisst die Zahl der Ebenen, die durch den Scheitel gehen 
nnd zwei Generatrixen der Fläche enthalten, so ist die Ordnung des Kegels 
gleich y(» — l) — 2S. Aber die Ordnung des Kegels ist offenbar gleich der 
Classe der Cunre, die man erhält, wenn man die windschiefe Fläche dnrcb 
ene Ebene schneidet, die durch den Kegelscheitel gehL Die plasse dieser 
Corre ist y(> — 1) — 23, wo S die Zahl der Doppelpnncte derselben ist 
Folg^ch hat man d = ^, das heisst, die Clause der doppdtberöhreRdoi Devt- 
toppablai einer windttchü/en fläche ist gleich der Ordnung der Doppelcurve. ^) 

57. Zwei krumme Linien — ebene oder Raumeurven — heissen pro- 
jecUviA^ krumme PunctreiheRj wenn die Puncte der einen den Puncten der 
anderen einzeln in der Art entsprechen, dass man die beiden Curven sich 
gleichzeitig durch die Bew^ung zweier Puucte erzeugt denken kann und 
dabei einer beliebigen Lage des ersten oder zweiten Mobils nur eine ein- 
zige Lage des zweiten oder des ersten Mobils entspricht. 

Wir nehmen jetzt an, in zwei Ebenen P, P' seien zwei projectiviscbe 
krumme Punctreihen gegeben ; es sei >' die Ordnung der ersten, d* die Zshl 
der Doppelpnncte mit verschiedenen Tangeuten, und z' die Zahl der Doppel- 
pnncte mit zusammenfallenden Tangenten — Spitzeif — ; >*', d", x*' die ana- 
logen Zahlen für die zweite Curve. -) Was ist dann der Grad der wind 
schiefen Fläche, die der Ort der Geraden ist, welche zwei entsprechende 
Puncte jr', jr" der beiden Curven verbindet? Das heisst, wie viele Gerade 
jr'jr" werden von einer beliebigen Geraden r geschnitten? Eine beliebig 
durch r gel^^ Ebene schneidet die erste Curve in v' Puncten jr', denen 
ebensoviel Puncte x" entsprechen, die im Allgemeinen in v* verschiedenen 
Ebenes des Buscheis (r) liegen. Eine beliebige Ebene durch r schneidet 
umgekehrt die zweite Curve in v" Puncten jr", denen v" Puncte .f ' entsprechen, 
die in ebensovielen Ebenen des zweiten Büschels (r) liegen. Jeder Lage 
der Ebene rx*, sieht man also, entsprechen v' Lagen der Ebene rx'*, und 
jeder Lage der Ebene rx** in ähnlicher Weise >" Lagen der Ebene rx'' 



1) Catlst, 0.0,0. 

2) Ist danmter ein /9-facher Punct, so zählt dieser für —!r—ä~ Doppelpancte. 
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Doch gibt es v' + v" Fälle, dass awei entsprechende Ebenen rjr', r.r" «u- 
sammenfallen. Durch r gehen also v' + J'" Ebenen, von denen jede zwei 
entsprechende Puncte beider Curven verbindet, und es ist demnach der 
Grad der windschiefen Fläche, welche der Ort der Geraden x'x" ist, gleich 
v' + v". — Offenbar verändern sich der Beweis und die sonstigen Schlüsse 
nicht im Mindesten, wenn man an Stelle der beiden ebenen Curven zwei 
Rauracurven oder eine K&umcurve und eine ebene Curve annimmt, deren 
Ordnungszahlen bezüglich >' und v" sind. 

Die Curve (v") trifft die Ebene P* in v" Puncten x" und die Geraden, 
welche diese Puncte nnit den entsprechenden Puncten x' verbinden, sind 
ebenso viele Generatrixen der Fläche. Da die Ebene P* v" Generatrixen 
enthält, so ist sie für v" Puncte — einen für jede Generatrix — Tangential- 
ebene, und der durch sie erzeugte Schnitt der Fläche besteht aus diesen 
v" Geraden und der Curve (v'). Dieser Schnitt hat 

i,"(u" — n 
'''"+ 1T2 +^+'' 

Doppelpuncte; zieht man hiervon die v'' BerUhrnngspuncte ab, so drückt 

der Eest v'Yv" ^\ 

"'""+172^ + *+'' 

die Ordnung der Doppelcurve der Fläche aus. Betrachtet man analog den 
Schnitt der durch P" entsteht, so erhält man die Ordnung der Doppelcurve 
ausgedrückt durch 






Man findet also identisch 

1.2 
oder, was dasselbe ist: 



1 • « 



Bezeichnen wir nun mit dem Namen Geschlecht einer Curve (v'j die Zahl 

so können wir schliessen: Zwei ebene projectivische krumme Punctrcihen sind 
von demselben Geschlecht, 

Da nach den Formeln von Plückee , 

ist, *) wo ß' die Classe der Curve (j'*), r' die Zahl ihrer Doppeltangenten, 



1) Diese Gleichung kann auch als eine Folgerung aus dem eben bewiesenen 
Theorem angesehen werden, da zwei reciproke ebene Gurren augenscheinlich pro- 
jectivische Functreihen sind. 
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und (' die der Wendetaogenten ist, 80. ist das Geschlecht der Corre auch 
ausgedrückt durch (^'_i)(;,,'_2) , , , ,^ 

— n ('■+'^' 

Es ist klar, dass zwei ebene Schnitte derselben windschiefen Fläche 
projectivische Punctreihen sein müssen, wenn man nur als entsprechende 
Fancte diejenigen annimmt, welche auf derselben Generatrix liegen, und sie 
sind also auch Curven von demselben Geschlecht. Ist die Fläche vom 
Grade ^ und hat sie eine Doppelcurve, deren Ordnungszahl ^ ist, so ist 



das Geschlecht eines beliebigen ebenen Schnittes gleich 



(v -1) (^-g) _ ^ 



1 .2 

Ist also eine windschiefe Fläche vom v-ten Grade und vom Geschlechte 
TT, das heisst ist ?r das Geschlecht eines ebenen Schnittes, so ist die Ord- 

nung der Doppelcurve gleich ^ -li- — ' — tt. Diese Zahl kann nun 

1 • « 

nicht kleiner sein als v— 2, da dieses die Zahl der Puncte ist, in denen die 
Doppelcurve von jeder Generatrix getroffen wird. Wenn die Fläche keine 
Doppelgeraden enthält, durch welche die Ebenen gehen müssen, welche 
zwei verschiedene Generatrixen enthalten, so muss die Ordnung der Doppel- 
curve sogar mindestens 2v — 5 sein, da zwei Generatrixen, die sich schneiden, 
diese Zahl von Doppelpuncten besitzen. 

58. Unter Geschlecht einer Raumcurve wollen wir das Geschlecht irgend 
einer Perspectivcurve verstehen. Es sei nun v die Ordnung der Curve, a 
die Zahl ihrer scheinbaren und wirklichen Doppelpuncte und ß die Zahl der 
stationären Puncte; dann ist die Perspectivcurve ^) von der v-ten Ordnung 
und besitzt u Doppelpuncte und ß Spitzen, sie ist also eine Curve vom 
Geschlechte (v,i)(,,2) . ^^ 

1.2 -^«•+-^- 
Aus den Formeln Catley's hat man nun ^): 

Dies sind also ebensoviele Ausdrücke für das Geschlecht einer Kaumcurve. 

Da eine Raumcurve und ihre Perspectivcurve offenbar zwei projectivische 
Punctreihen bilden, so können wir schliessen : Zwei beliebige ebene oder Raum- 
curven, die projectivische Punctreihen bilden, sind von demselben Geschlecht, 3) 

Die Eintheilung der ebenen und Raumcurven und damit auch der Kegel 
und der Developpablen , sowie der windschiefen Flächen als Reihen von 

1) Das heisst ein ebener Schnitt eines Perspectivkegels der Raumcurve (12). 
3) Hier bedeuten die Zeichen 

ß, P> a, r> ^> V^ ^ 
dieselben Zahlen, wie sie oben (10, 12) auseinander gesetzt sind. 

3) Clebsch, Ueber die SingtUaritäten algebraischer Ourven (Grelles Joamal, 
Bd. 64; 1865). 



• . 
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Geraden in Geschlechter, die von* Professor Clebsch vorgeschlagen i), ist von 
der höchsten Wichtigkeit. Durch sie näheren und verknüpfen sich die an- 
scheinend verschiedenartigsten Eigenschaften der geometrischen Formen. 
Demgemäss ist das Maass der Schwierigkeit, welches das Studium einer ein- 
fach unendlichen Reihe von Element^ — Functen, Geraden, Ebenen — 
darbieten kann, weder die Ordnung noch die Classe, sondern vielmehr das 
Geschlecht. 2) 

59. Die einfachsten unter den windschiefen Flächen sind die. deren 
Geschlecht Null ist. Nennen wir v den Grad der Fläche, so ist die 

Ordnung der Knotencurve gleich ;j — ^ — und es ha* also ein beliebiger 

ebener Schnitt der Fläche die grösste Zahl der Doppelpuncte, die in einer 
ebenen Curve existieren können. Durch einen beliebigen Punct x des ebenen 



1) Man vgl. auch ScHWintz, De superficiebus in planum explicabüibtu primorum 

Septem ordinum (Grelles Journal, Bd. 64) und Ueber die geradlinig^ Flächen 

fünften Grades (ibid. Bd. 67). 

(v— l)(v 2) 

2) Eine ebene Curve ist vom Geschlechte Nidl, sobald <y-|-x==^^ -^^— 

ist, das heissty sobald sie die grösste Zahl von Doppelpuncten besitzt {Einleitung, 
ISt. 35). In diesem Falle kann man die Puncto der Curve einzeln mittelst der 
Curven eines Büschels (v — l)-ter Ordnung erhalten. Denn die Doppelpuncte und 
2v — 3 andere beliebig in der Curve fixirte Puncto bestimmen ein System von 

' ~-^ — - — 1 Puncten, das heisst, sie bestimmen (Einleitung, Nr, 41) dje 

Basis eines Büschels (v — l)-ter Ordnung. Von diesem schneidet jede Curve die 

gegebene Curve in einem einzigen neuen Puncte, Die Curve ist in Gemäss der 

Formeln von PlQckeb von der Classe 2(v — 1) — x und hat 3(v — 2) — 2x Wende- 

x(x— 1) 

puncto und 2(j'— 3)(v — 2 — x) — - Doppeltangenten. Daraus folgt, dass eine 

1 . ^ 

3(v— 2) 
Curve der v-ten Ordnung nicht mehr als -^ — - - Spitzen haben kann. Clebsck, 

Ueber diejenigen ebenen Curven, deren Coordinaten rationale Functionen eines 
Parameters sind^ (Grelles Journal, Bd. 64; 1865). 

Da die Curven eines Büschels einzeln den einzelnen Puncten einer Geraden 
entsprechend aufgefasst werden können, so kann man also auch eine Curve vont 
Geschleohte Null als eine jeder Geraden projectivische Punctreihe auffassen. Dies 
gilt auch fCir eine Raumcurve, da man für "diese stets ihre Perspectivcurve setzen 
kann. Hieraus ergeben sich viele wichtige Folgerungen. Zum Beispiel, wenn in 
einer Curve vom Geschlecht zwei Reiben entsprechender Puncto existieren in der 
Art, dass einem beliebigen Puncto der ersten Reihe ß Puncto der zweiten, und 
einem beliebigen Puncte der zweiten ß' Puncto der ersten Reihe entsprechen, so 
ist ß-^-ß' die Zahl von Puncten, in denen je zwei entsprechende zusammenfallen. 
Das heisst auch, um es kurz zu sagen: Gibt es in einer Curve vom Geschlecht 
zwei Beihen von Puncten mit der Beziehung (ß, ß'), so ist die Zahl der zu- 
sammenfallenden Ptmct» gleich ß-\-ß'. Um dieses Theorem zu beweisen, genügt 
es, zu beachten, dass dasselbe für eine gerade Punctreihe richtig ist, die der 
gegebenen Curve projectivisch ist. Catley, Note sur la correspondance de deux 
points sur une courbe (Comptes rei^dus, 12 mars 1866). 
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; Schnittes geht eine Generatrix, welche die Boppelcurve in v — 2 Puncten trifft. 

! Von jedem dieser Puncte geht eine neue Generatrix aus. Es sei x' der Punct, 

! in dem dieselbe den ebenen Schnitt trifft; dann entsprechen also dem Puncte 

j jr je V--2 Puncte jr', und ebenso bestimmt der Punct x' andere v — 2 Puncte, 

I von denen einer t ist. In dem ebenen Schnitte also, der eine Cnrve vom 

j Geschlechte darstellt, existieren zwei Reihen von Puncten mit der Be- 

i • Ziehung (v — 2, J'— 2); es gibt folglich 2(v — 2) vereinigte Puncte, das heisst, 

in der Baumcurve existieren 2 (v — 2) Cuspidalpuncte — Puncte, in welchen die 
beiden Generatrixen zusammenfallen — oder auch, es gibt 2 (v —2) Generatrixen, 
• von denen jede durch die unmittelbar folgende Generatrix geschnitten wird. 

60. Wir beschränken uns hier auf den Fall einer windschiefen Fläche 
v-ten Grades, die zwei gerade Directrixen a, b hat. Es sei k die Curve 
v-ter Ordnung, die man erhält, wenn man die Fläche durch eine beliebig 
fixierte Ebene schneidet, dann ist die Fläche der^Ort der Geraden, welche 
auf den drei Directrixen a, b, k hingleitet. Die Geraden a, b mögen auf 
der Fläche etwa ;t>-fach und «r-fach sein, dann werden folglich die Puncte 
a, b, in denen sie k treffen, für diese Curve bezüglich ^-fache und ö;-fache 
Puncte sein. Die Geraden, die durch einen Punct jr von a gehen und b 
treffen, liegen in einer Ebene; diejenigen, welche x mit den Puncten von k 
verbinden, bilden einen Kegel v-ter Ordnung, für welchen die Gerade xb eine 
<r-fache Generatrix ist. Der Kegel und die Ebene haben noch andere y-ff 
Gerade gemein, die ebensoviel Generatrixen der windschiefen Fläche sind, 
die durch jr gehen. Es ist folglich p = v — tr. 

Jede Ebene durch a schneidet k ausser in a noch in <t Puncten, oder 
.auch sie schneidet die Fläche in a Generatrixen, die, weil sie b treffen 
müssen, sämmtlich durch denselben Punct gehen. In gleicher Weise schneidet 
jede durch b gelegte Ebene die Fläche in p Generatrixen, die sich in einem 
Puncte von a schneiden. Die Generatrixen, welche von dem nämlichen 
Puncte X von a ausgehen, treffen k in p Puncten Xi, X\, . . • , die auf einer 
Geraden x liegen, welche durch b geht, so dass die Puncte x von a pro- 
! jectivisch den Geraden x oder den Gruppen der Puncte jr, , die in diesen 

Geraden liegen, entsprechen. . Jedem Puncte x von a entsprechen p Puncte 
Xi von k, die mit b in gerader Linie liegen, aber dem Puncte a von a ent- 
sprechen p in dem Punct a selbst zusammenfallende Puncte, weil die Ebene 
von k keine Generatrix der Fläche 'enthält; das heisst, dem Puncte je = o 
entspricht die Gerade x = bo. Den Tangenten der <y Zweige von k, die 
sich in b kreuzen, entsprechen die Puncte, in denen a von Generatrixen 
getroffen wird, die von b ausgehen. 

Haben wir umgekehrt eine ebene Curve k der v-ten Ordnung, die einen 
/^-fachen Punct a und einen ö'-fachen Punct b hat (p+*t = v), und eine 
Gerade o, die auf k im Puncte a aufsteht, deren Puncte x projectivisch den 
Geraden x entsprechen, jie in der Ebene von k liegen und in b zusammen- 
laufen, und setzen wir voraus, dass dem Puncte jr = a die Gerade x = ba 
entspricht, was ist dann dcF Ort der Geraden xXi , welche die Puncte 
von a mit den Puncten verbinden, in welchen k von den entsprechenden 
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Geraden x geschnitten wird? Man nehme eine beliebige Gerade t als Axe 
eines Büschels vod Ebenen, die durch die verschiedenen Functe % von a 
geben. Dieses Büschel und das Büschel der entsprechenden Geraden x sind 
projectivisch und erzeugen daher durch die Durchschnitte der entsprechenden 
Strahlen einen Kegelschnitt, der durch a und b geht, also k in noch wei- 
tern 2v — p—trzzzif Puncten X\ schneidet. Verbindet man Xx mit demjenigen 
Puncte X von o, welcher dem Strahle a; = b:ri entspricht, so erhält pnan 
eine Gerade, die in der Ebene tx liegt. Die .gesuchte Fläche ist also vom 
v-ten Grade. Jede Ebene durch a schneidet Ä; in a und in anderen <r Punc- 
ten X\, denen der Reihe nach der Punct a und andere (t Puncte jr von a 
entsprechen; diQ beiden Punctreihen sind projectivisch und zwei entsprechende 
Puncte fallen zusammen; die Geraden jtjri schneiden sich daher sämmtlich in 
einem festen Puncte g der Ebene. Geht die Ebene durch ab, so fällt der 
Punct g mit b zusammen und folglich hat die Fläche ausser a noch eine 
andere geradh'nige Directrix, die <T-fach ist und durch den Punct b geht. 
Wir wollen jetzt annehmen, die Gerade h rücke der Geraden a un- 

• 

endlich nahe, also auch der Punct b dem Puncte a. Nehmen wir p nicht 
kleiner als <r, so gibt es unter den p Zweigen von ä?, die sich in a kreuzen, 
ff, die auch durch b gehen und die also von der Geraden ob berührt wer- 
den. 1) In diesem Falle entsprechen die Puncte jr von a denjenigen Geraden x 
projectivisch, die in der Ebene von h durch a gezogen sind; der Punct a 
entspricht der Geraden ab, und die Fläche ist auch der Ort der Geraden, 
die von dem Puncte x nach den Puncten jti gehen, in denen h von den 
entsprechenden Geraden x getroffen wird. Jede Ebene durch a enthält <r 
Generatrixen, die in einen Punct der Directrix a zusammenlaufen, die für 
die Fläche eine yo-fache Gerade ist. Es folgt hieraus, dass durch einen be- 
liebigen Punct von a eine Zahl von p — <t Generatrixen geht, die sämmtlich 
mit a zusammenfallen, und in jedem der /o— ö* Puncte von a, welche den 
Tangenten an die Zweige von h entsprechen, die nicht von ab berührt wer- 
den, fallen p — ö"+1 Generatrixen mit a zusammen. 

Umgekehrt : Gegeben eine ebene Curve k von der Ordnung v = p-j-o^ 
die einen p{-\-<r)-{sic\\en Punct a hat, ferner gegeben eine Gerade a, deren 
Puncte X eine projectivische Punctreihe in Bezug auf das Büschel von 
Geraden x bilden, die in der Ebene von k durch a gehen, in der Art, dass 
dem Puncte jr = a die Gerade ab entspricht, die (t Zweige von k in a be- 
rührt und in diesem Puncte /o-[-ö" gemeinschaftliche Puncte mit der Curve 
hat, dann ist der Ort der Geraden xXu welche die Puncte von a mit den 
Puncten verbinden, in denen k von den entsprechenden Strahlen x getroffen 



1) Man hat so einen vielfachen Punct a, durch den p Zweige der Curve ge'hen, 
der aber ftir 

" 1.2 "^ L2 
Doppelpuncte gilt, da er durch das Zusammenfallen eines /7-fachen und eines 
(r*fachen Punctes entsteht. Cayley nennt ihn einen /?(-)- <'^)-fachen Punct, um ihn 
von einem (p-^-ayhchen Puncte zu unterscheiden. 
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wird, eine Fläche de» v-ten. Gtades. Denn, zialit oum. eine beüefaige Trins- 
▼eraale Cj 90 erhalt naa wie im. aiTgemeinen Falle anen Kegelwchnftt, <^ dnrch 
fli geht and dort all berährt, äUo ^ nur noch in anderen > Piineten jb^ tri& ^) 

In beiden Fallen^ mögen die Directrixai a, h verschieden s^i oder 
2ii«aiDmenfallen, iat die windschiefe Flache rom. Greachlecht 
(>— 1 ) ( >— 2) ,öf .0— I ) 0(^- 1 ) 
a ~ "lI" ^ "1:2" = (/»-!) ^<r-l;. 

IHese Zahl kann sich aber noch erniedrigen, w«m. dojs. Carve k sniiere viel- 
faehe Foncte and fol^ch die Flache vielfache Generatrrxen besitzt. 

Macht BUBI »^^Zj aiao ^ = 2,^=1, so hat man das mt^awhs^ Bei- 
»pid der eben betrachteten Flächen. Die windschiefe Fläche dritten Grades 
hat im Allgemeinen zwei geradlinige Directrixen, von denoi. ene eine I>oppel- 
gerade ist. Beide Directrixen köonfii aber anch. m eine einz^ Gerade zn- 
sammenfallen. ^) 



1) Catlet, Second memoir on akew mirfaeea otherwiae wanüä, (F&xlosopiiical 
Tramaetioiu, 1864; p- 559). 

^) Mas sdie des Verfiiaaen Abfcawdlmig^: «SuZ2e sapcrficie go66e dei terz^ or* 
dine, (Atti del S. latitato Lombarde. Hilano 1S61). — Stw lea nurfaee» gamehe» 
du iroisihne dtgre. (Grelles Jovmal, Bd. 60; 1S6I). — Rapjpreaenimsiime deüa 
8:vperficie di Steiner e deUe raperßeie go66e di 3^ grado snpra «a piam) (Bendi- 
eoati M S. IsC Lomb. MHaato, gennajo 1%T). — RappregerstazioTie eK wna d^tse 
di 9uperfieie gohbe Mpra un piano , eee^ ( Amiali di Hatemadesy 2* Serie, T. I*, 
Milaoo 1868). Maa reigleidie auch die Fhüoaophieal Tiansaetiims 1S63; p. 241. 

Wenn eine nicht windadiiefe Fladie >-ter OrdBiing eine Cknde r cathält, so 
berfibrt im'AUgemeineo jede Ebene, die ganz beliebig dm^ r gel<^ ist, die 
Fliciie in V— 1 vcradiicfieneB FuncteB. Es sind dies die Dnckukutt^nnete toü 
r mit der|eB%en Carre, weldie mit r rawammf den ToIl9tiBd%en Durdisdmitt 
der fUiAe vmd der Ebene bildet. Dreht man die Ebene r, so eis e ng en die y— 1 
Berli bi nn g spnn cte eine Involution (v — I)-ten Grades, deren Doppeipnncte ollenbsr 
psrabolisdie Poncte der Fläehe sind, da d^ Tangentialebene in jedem derselben 
die Flädie in zwei unmittelbar folgenden Pnncten b^ührt. Haben zwei nicbk 
geradlinige Flleben von den Ordnungen v,>' eine Gerade r gemein, so haben wir 
auf dieser zwei projectiriscfae Involutionen, wenn man die Poncte als entsprechende 
ansieht, in denen die beiden Flächen von derselben Ebene berühit werden. Beide 
Involutiooen haben {Eirdeitung^ Nr. 24, b) v-(-v' gemeinffchaftlidie Pnncte, das 
beisst, beide Fl&chen ber&hren sich in v-f-v' Pnncten von r und schneiden sich 
folglidi in einer Cnrve, welche r in diesen v-f->' Punctea trifH. Wenden wir 
dieses Besnltat auf eine nicht geradlinige Fl&che y-ter Chrdnui^ an, die durch v 
Generatrizen desselben Systems eines H7perboK>ids gehen, so findet man, dass der 
flberbleibende Schnitt dieser beiden Flächen eine Gurre v-ter Ordnung ist, die mit 
jeder der v Generatrizen v Puncto gemein hat. Die Fläche schneidet also das 
Hyperboloid ansserdem noch in v Generatrizen des andern Systems. Diesen Satt 
rerdankt man Moutabp (Man sehe Pokcelet, Froprietes projeetmes des ßgures, 
annoUtion de la 2* Edition, Paris 1865 ; p. 418). 

Beetprok gilt dasselbe Theorem ßSa eine nicht geradlinige fl&die v-ter Classe, 
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ZWEITER THEIL.- 



. CAPITEL I. 

POLARFLÄCHEN IN BEZUG AUF EINE FLÄOHE 

BELIEBIGER ORDNUNG. 

61. Es sei eine beliebige Oberfläche CFundamentcUßächeJ i^v der v-ten 
Ordnung gegeben, und es sei ein beliebiger im Räume fixierter Punct. 
Lässt man nun um eine Transversale rotieren, die in einer beliebigen 
Lage JFy in v Puncten a^ a^, a^, . . . , ay trifft, so ist der Ort der harmo- 
nischen Mittelpuncte p-ten Grades des Sjstems n^,a^ . . . av in Bezug auf 
den Pol eine Fläche p-ter Ordnung, da sie auf jeder durch gezogenen 
Transversale p Puncte besitzt. Eine solche Fläche nennt man die {v—pyte 
Polarfläche des Punctes in Bezug auf die Fundamentalfläche Fy. ^) 

Oder lässt man um eine Transversalebene rotieren, die in einer ge> 
wissen Lage F^ in einer Curve Cy der v-ten Ordnung schneidet^ so ist die 
(v— yo)-te Polare von in Bezug auf Cp eine andere Curve ^o-ter Ordnung, 
und der Ort diesißr Curve ist eine Fläche /o-ter Ordnung: die (v—^^j-te Polar- 
fläche von in Bezug auf F^, 2) 

Auf diese Weise entspricht dem Puncte eine Zahl von v—l Polar- 
flächen in Bezug auf die gegebene Fläche. Die erste Polarfläche ist von der 
(i'— l)-ten Ordnung, die zweite Polarfläche von der (v— 2)-ten Ordnung, . . . ^ 
die vorletzte Polarfläche ist eine Oberfläche zweiter Ordnung (QtMdripolar- 
fläche)^ die letzte oder (v— l)-te Polarfläche endlich ist eine Ebene (Polarebene). 



1) GsAssHANK, Theorie der Centralen (Grelles Journal, Bd. 24. 1842; S. 272). 
— Einleitung, Nr. 68. 

2) Ist !Fy ein Kegel, und der Pol ein vom Scheitel yerschiedener Punct, so 

sieht man sogleich, wenn man darch den Scheitel und den Pol eine Transversal- 
ebene legt, dass jede beliebige Polarfläche wieder ein Kegel ist mit demselben 
Scheitel als der gegebene (4). 
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62. Aus dem bekannten Theoreme: ^) ^^Ist m ein harmonischer Mittel- 
^punct p-ten Grades für das System a,a2 . . Ov in Bezug auf den Fol o, so 
^ist umgekehrt o ein harmonischer Mittelpunct (v— ^)-ten Grades de^elben 
^Systems a,aj . . av in Bezug auf m als Pol* folgt: 

Ist m ein Punct der {y—pyten Polarfläche von o, so ist umgekehrt o ««/ 
der p'tm Polarfläche von m gelegen, 

Oder auch: 

Der Ort eines Poles, dessen p-te Polarfläche durch einen gegebenen Pmd 
gehty ist die ^v—pyte Polarfläche von o. 

So ist zum Beispiel die erste Polarfläche von der Ort der Puncte, 
deren Polarebenen durch gohen ; die zweite Polarfl'äche von i^ der Ort der 
Puncte, deren Quadripolarflächen durch gehen ; u. s. w. Umgekehrt ist 
die Polarebene von der Ort der Puncte, deren erste Pölarflächen durch 
gehen; die Quadripolarfläche von ist der Ort der Puncte, deren zweite 
Polarflächen durch gehen ; u. s. w. 

63. -Aus dem bekannten 'Satze : 2) ^Sind mt,m^, . , , nip die barmo- 
^nischen Mittelpuncte p-ten Grades des Systems ai, 02 . . . av in Bezug aaf 
^0 als Pol, so haben die beiden Systeme Oia^ . . av und tttintz . . . m^o in Be- 
^zug auf den nämlichen Pol dieselben harmonischen Mittelpuncte «r-ten Grades, 
<T<:yo,« folgt : 

Ein beliebiger Pol hat dieselbe Polarfläche in Bezug auf die gegebene 
Fläche und in Bezug auf jede Polarfläche höherer Ordnung für denselben Pol 
als Fundamentalfläche angesehen, 

Oder mit anderen Worten : 

Für einen gegebenen Pol fällt die tr-te Polarfläche in Bezug auf dk 
ff'-te Polarfläche mit der {<T-\-a'yten Polarfläche in Bezug auf die Funda- 
mentalfläche zusammen. 

So fällt« zum Beispiel die Polarebene von in Bezug auf Fy zusammen 
mit der Polarebene in Bezug auf die (v— 2)-te, (v— 3)-te, (v— 4)-te . . . Polar- 
fläche desselben Poles ; . , . ; die zweite Polarfläche von in Bezug auf 
Fv ist die erste Polarfläche von in Bezug auf die erste Polarfläche des- 
selben Punctes; u. s. w. 

64. Wenn der Pol auf der Fundamentalfläche liegt, so dass er also 
den Platz einer der v Dnrchschnittspuncte a,,a2, . . . , flv (61) vertritt, so 
fällt der harmonische Mittelpunct ersten Grades mit zusammen. Ist aber 
die Transversale Tangente von jPv in 0, so sind zwei Puncte Oi, a?, . .•• 
ay in vereinigt, und weil in diesem Falle der harmonische Mittelpunct 
ersten Grades unbestimmt wird, so kann man in diesem Falle jeden Punct 



1) Einleitunfft Nr. 12. 

2) Einleitung, Nr. 13. 
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« 

der Transversale als solchen betrachten. *) Nan ist der Ort der Tangenten 
von Fy, in eine Ebene, so lange wenigstens kein vielfacher Punct ist; 

folglich gilt der Satz ; " 

Die Polarebene eines Punctes der Fundamentalfläche ist die Tangential- 
ebene der Fläche in diesem Puncte, 

65. Wenn der Pol nicht auf -Py liegt, aber die Transversale Tangente 
dieser Fläche ist, so fallen zwei von den Functen tti, a^, . . . > üy in den 
Berührungspunct zusammen; dieser ist also einer der harmonischen Mittel- 
puncte des (v— l)-ten Grades, 2) also ein Punct der ersten Polarfläche. Man 
hat folglich den Satz : 

Die erste Polarfläche eines beliebigen Punctes schneidet die Funda- 
mentaJflxiche in der Berührungscurve zwischen dieser Fläche und dem umge- 
schriebenen Kegel, dessen Scheitel ist. 

Die erste Polarfläche ist von der (v — l)-ten Ordnung, sie schneidet also 
Fi, in einer Curve v(v— l).ter Ordnung. Diese Zahl drückt also auch die 
Ordnung des umgeschriebenen Kegels aus. ^) 

66. Die Classe von Fu ist die Zahl der Tangentialebenen, die man an 
diese Piäche durch eine beliebige Gerade 00' legen kann, das heisst die 
Zahl von Ebenen, die durch gehen und den umgeschriebenen Kegel 
vom Scheitel berühren. Mit anderen Worten, die Classe v^n Fy ist die 
Classe* eines beliebigen umgeschriebenen Kegels, der seinen Scheitel in einem 
beliebigen Puncte des Raumes hat. 

Die Berührungspuncte der Tangentialebenen^ die durch die Puncte 0, 0' 

gehen, liegen in den ersten Polarflächen dieser beiden Pole. Da diese beiden 

* Polarflächen und die Fläche Fy drei Flächen (v— l)-ter, (v--l)-ter, v-ter 

Ordnung sind, so haben sie v(u — 1)* gemeinschaftliche Durchschnittspuncte. 

Folglich hat man den Satz : *) 

Eine Fläche v-ter Ordnung ist im Allgemeinen von der viy—Vf-ten Clause, 

67. Osculiert eine Gerade, die durch den Pol gezogen ist, die Fläche 
in m, So ist dieselbe Gerade auch in m Tangente der ersten Polarfläche 
von 0, und auch die zweite Polarfläche dieses Punctes geht durch m. ^) 
Umgekehrt ist klar, wenn m ein gemeinschaftlicher Punct zwischen P), und 
der ersten und zweiten Polarfläche von ist, dass dann die Gerade am die 
Fläche Fy, in m osculiert. Die Zahl der Geraden, die sich von an Fy so 
ziehen lassen, dass sie diese Fiäche osculieren, ist daher so gross als die 



i) Einleitung, Nr. 17, Iß. 

2) Einleitung, Nr. 16. 

3) Monge, Application de Vanalyse h la geomeiri&, § 3. Man vergleiche auch 
Oorrespondance sur tecole polytechnique, T. 1. 1806; p. 108. 

4) PoNCELKT, Mhfwire sur la theorie generale des polaires reciproques .(Grelles 
Journal, Bd. 4; S. 30). 

5) Einleitung, Kr. 80. 
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Zahl der Pancte, welche F^ und die erste und zweite Polarfläche von o ge- 
roein haben, das heisst gleich v(v — l)(v— 2). Diese Geraden sind offenbar 
stationäre Generatrixen 9es umgeschriebenen Kegels. 

Da wir jetzt wissen, dass der umgeschriebene Kegel von der Ordnung 
f v(v — 1) ist, von der Classe v(v — 1)* und dass er v{v — l)(v— 2) stationäre 

\ GeneratHxen hat, so können wir unter Anwendung der Formeln von 

Plueckeb (3) schliessen, dass \lerselbe ausserdem 
j i>'(v — l)(v— 2)(v--3) Doppelgeneratrixen, 

'' }»'(v— l)(v — 2)(v3— v*-(-v--12) Bitangentialebenen und 

4v(v — 1) (v — 2) stationäre Tangentialebenen 
! besitzt. Wir haben daher den Satz : 

j Durch einen beliebigen Punct o kann man an eine Oberfläche Fy 

, v(v_l)(v_2) 

Osctdierende legen, femer 
j j,(v_l)(v-2)(v-3) 

i Bitangenten (Tangenten in zwei verschiedenen Puncten) 

I iv(v-l)(v— 2) (v3_v2+v— 12) 

Bitangentialebenen (in zwei verschiedenen Puncten) und » 

{ - 4v(v— l)(v— 2) 

stationäre Tangentialebenen (die in zwei unmittelbar folgenden Pnncten be- 
rühren). • 

68. Die parabolischen Puncto bilden auf Fy eine gewisse Curve, die 
parabolische Curve, die von der ersten Polarfläche des Punctes a in den 
Puncten geschnitten wird, in denen F), von den stationären Ebenen berührt ^ 
wird, die duvch o gehen. Aus der Zahl dieser Ebenen folgt, dass die 
parabolische Curve von der ersten Polarfläche von o in 4v(v — l)(v — 2) 

i Puncten getroflon wird. Also gilt der Satz : 

Die parabolische Curve ist von der AiV{y — '2)-ten Ordnung, 
Ebenso schliesst man aus der Zahl der Bitangentialebenen : 
Die Curve, welche den Ort der Berührungspuncte zvdschen Fy und ihren 
Bitangentialebenen darstellt, ist von der Ordnung 

v(v_2)(v»— v«+v-12). 
Aus denselben oben betrachteten Zahlen folgert man femer: 
Die stationären Ebenen von Fy haben eine Developpäble von der Classe 

4v(v-_l)(v-2)*, 
und die Bitangentialebenen haben eine andere Developpable von der Classe 

\ v(v— 1) (v— 2) (v3- v2+v— 12) 
zur einhüllenden Fläche, 

69. Liegt der Pol o auf der Fundamentalfläche fV, so fällt für jede 
. beliebige Lage der Transversale einer der Puncte a,,02, . .., av mit o zu- 
sammen, und folglich ist o ein harmonischer Mittelpunct jedes Grades des 
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Systems ai 02 . . . Ov in Bezug auf den Pol 0. Folglich gehen alle Polar- 
flächen von durch diesen Punct. 

Ist die durch gezogene Transversale in diesem Puncte Tangente von 
Fi,^ so fallen von den Puncten ai , aa ,.. . , ai/ zwei mit zusammen, dieser Punct 
vertritt also zwei harmonische Puncte jedes beliebigen Grades. ^) Jede 
Tangente in an JFy ist daher in demselben Puncte auch Tangente aller 
Polaren von a. 

Ist die durch gezogene Transversale eine der beiden Osculierenden 
von Fif^ so fallen ausserdem drei harmonische Mittelpuncte auf 0, und wir 
erhalten folglich den Satz: 

Liegt der Pol auf der Fundamentalfläche, so hat diese mit sämmtlichen 
Polarflächen in diesem Puncte die Tangentialebenen und die Osculierenden ge- 
mein, 2) 

Daraus folgt, dass die beiden Osculierenden von Fy, in die Genera- 
trixen der Quadripolarfläche von sind, die sich in diesem Puncte kreuzen. 
Wenn ein parabolischer Punct ist, so fallen die beiden Generatiixen zu- 
sammen, und man hat daher den Satz : 

Die Quadripolarfläche eines parabolischen Punctes ist ein Kegel, der die 
entsprechende Wendeebene berührt, und die Berährungstgeneratrix ist die Gerade, 
die in diesem Puncte die Fundamentalfläche osculiert. 

Man sieht ausserdem, dass ein parabolischer Punct der Fundamental- 
fläche diese Eigenschaft, ein parabolischer Punct zu sein, auch für alle 
Pülarflächen desselben Punctes behält. 

70. Fällt auf einer Transversale der Pol mit einem der Puncte aiy 
as; • • • » Ov zum Beispiel mit ai zusammen, so sind die harmonischen Mittel- 
puncte des (v — l)-ten Grades des Systems in Bezug auf obengenannten Pol 
der Punct ai und die harmonischen Mittelpuncte des niederen Systems 02, 
03,..., ttv in Bezug auf denselben Pol. 3) Daraus folgt, dass die erste 
Polarfläche, sobald der Pol auf der . Fundamentalfläche liegt, der Ort der 
harmonischen Mittelpuncte des (i^— 2)-ten Grades des Systems der v — 1 
Puncte ist, in denen Fy ausser in von einer beliebig durch gelegten 
Transversale geschnitten wird, und analog ist die />-te Polarfläche von 
der Ort der harmonischen Mittelpuncte (>*— /o — l)-ten Grades für das System 
der obengenannten v— 2 Puncte. 

Die Geraden, die sich von so ziehen lassen, dass sie F), anderswo 
berühren, bUden einen Kegel der [v(v -1)— 2]-ten Ordnung; denn eine be- 



1) Einleitung, Nr. 17. 

2) Aas demselben Satze über die harmonischen Mittelpuncte (Einleitung, Nr. 17) 
erhält man den Satz: Wenn eine Gerade mit der Fundamentalfläche einen ß-pun- 
ctigen Contact hat, so hat sie eine ebenso hohe Berührung in demselben Puncte 
mit jeder Polarfläche des Berährungspunctes. 

3) Einleitung, Nr. 17. 

Cbkmona, Oberfläcben. 5 
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liebig durch o gelegte Ebene schneidet Fy in einer Cnrve v-ter Ordnung; 
an die sich Ton o aus genau v(v — 1) — 2 Tangenten legen lassen ausser der 
Tangente durch o. Bas will sagen, dass der umgeschriebene Kegel, der im 
Allgemeinen Ton der u(y — l)-ten Ordnung ist, wenn der Scheitel o auf die 
Fläche selbst fallt, sich in die zweimal gezählte Tangentialebene von Fp in 
o und in einen wirklichen Kegel [v(v — 1)— 2]-ter Ordnung auflost. Dieser 
K^el ist die finyeloppe der Ebenen, welche Fp in den Puncten berühren, 
in welchen sich Fy und die erste Polarfläche von o schneiden. Diese beiden 
Flächen berühren sich aber in o und haben dort dieselben Osculierenden, 
folglich hat die Durchschnittscurve von Fj, mit den ersten PolarflKchen von 
0, das heisst die Berührungscurve zwischen Fy und dem umgeschriebenen 
Kegel vom Scheitel o zwei Zweige, die sich in o kreuzen, und dort von 
der Geraden berührt werden, welche in demselben Puncte Fy osculieren. 

Es folgt weiter, dass die Tangentialebene von Fy in o auch den um- 
geschriebenen Kegel längs der beiden Osculierenden berührt, wie wir es 
schon anderweitig (33) gefunden haben. Die Ebene und der Kegel haben 
ausserdem noch v(v — 1) — 2 — 2.2 = (i' — 3) (»'+2) Gerade gemein, und folg- 
lich hat man den Satz: 

Unter den Geraden, die F^ in o berühren, gibt es (v— 3)(v+2), die 
Fy auch anderweitig berühren. 

Berühren sich drei Flächen in einem Puncte und haben sie in ihm die- 
selben Osculierenden, so ist dieser Pnnct sechs zusammenfallenden Durch- 
schnittspuncten äquivalent, l) Die Fundamentalfläche und die erste und 
zweite Polarfläche von a haben daher ausser diesem Puncte nur noch 
(y — !)(*' — 2) — 6 gemeinschaftliche Durchschnittspuncte ; das heisst: 

Durcft gehen (v — 3)(v*+2) Gerade, die Fiß anderswo osculieren. 

Der umgeschriebene Kegel mit dem Scheitel o hat nach den Formeln 
von Pluecker (3), da seme Ordnungszahl gleich (*'-|-l)(v — 2), seine Classe 
gleich v(v— 1)« ist, und da er {v—S)(v*+2) Cuspidalgeneratrixen hat, 
i (V— 3)(v— 4)(v«-f-v— 2) Doppelgeneratrixen, 
4v(v— l)(v_2) Wendeebenen, und 
1 v(y— 1) (v--2)(v»— v«+i;-.12) Bitangentialebenen 
ausser der Ebene, welche Fy in o berührt. 

Diese Zahlen geben an, wieviel Gerade man durch a legen kann, so 
dass sie Fy anderweitig in zwei verschiedenen Puncten berühren; wieviele 
Wendeebenen und wieviele Tangentialebenen durch o gehen. 

71. Hat Fiß einen ^-fachen Punct h, und man nimmt diesen als Pol.. so 
schneidet eine beliebig durch h gelegte Transversale die Fläche in diesem 
Puncte in «r zusammenfallenden Puncten ; tr harmonische Mittelpuncte jedes 



1) Dies ist klar, wenn man einer der drei Fl&chen die Tangentialebene sub- 
•tituiert« 
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beliebigen Grades fallen auf hy und dieser Piinct ist folglich fSr Jede Polai*- 
däche dieses Pnnctes ein «r-facher Panct. ^) Daraus folgt : 

Die (v — fr)'te Polarfläche von h iet ein Kegel c-ter Ordnung mit dem 
Scheitel in ^, und die Polarflächen niederer Ordnung deeadben PuncteB werden 
unbestimmt. 

Ziehen wir durch b eine Transversale, die in ihm mit Fy einen («'-Hl)' 
pnnctigen Contact hat, so sind die harmonischen Mittelpuncte des «r-ten 
Grades unbestimmt, woraus folgt, dass die Transversale vollständig auf der 
(i/_<r)-ten Polarfläche liegt. Hat aber die Transversale in b einen (<7-|-2)- 
punctigen Contact mit F^y so sind die harmonischen Mittelpuncte sowohl 
des ^>ten als (^-hlVten Grades unbestimmt, und die Gerade liegt daher so- 
wohl auf der (v— ö)-ten als der (v— -<r— l)-ten Polarfläche des Punctes b. 

Von dieser letzten Art gibt es <'(<''-l-l) Transversalen oder auch, die 
beiden vorgenannten Polarflächen schneiden sich in <r(<r4-l) Geraden. Denn 
ist p ein beiden Polarflächen gemeinsamer Punct, der aber von b verschieden 
ist, so liegt die Gerade pb nicht blos in der (v — ^)-ten Polarfläche, da diese 
ein Kegel mit dem Scheitel b ist, sondern auch in der (v — ö'—l)-ten Polar- 
fläche, da sie mit ihr <r+2 Puncte gemein hat. 2) Wir haben also den Satz : 

Sobald eine Fundam^ntalfläche v-ter Ordnung einen a-fachen Punct kat^ 
so iet der Ort der Geraden^ die in ihm mit der Fläche einen (fT-\-iypunctigen 
Contact haben, ein Kegel a-ter Ordnung, die {y-^cyte Polarfläche dieses 
Punctes, Es gibt nun <r{<^+l) Gerade, die dort mit der Fläche ö'4-2 gemein- 
schaßliche zusammenfallende Puncte haben. Dieselben bilden den Durchschnitt des 
obengenannten Kegels mit der {v — tr—iyten Polarfläche des Punctes. 

Ist umgekehrt die (i;— <r)-te Polarfläche eines Punctes b ein Kegel von 
der ^-ten Ordnung mit dem Scheitel in 'b, so ist der Punct b für die Funda- 
mentalfläche ein cr-facher Punct. Denn zieht man durch b eine beliebige 
Transversale, so findet man, dass die harmonischen Mittelpuncte ^ten Grades 
sämmtlich in b vereinigt sind, was nur dann geschehen kann, wenn im Pole 
<r Puncte -des Systems ai 02 • • Qv zusammenfallen. 3) 

Wenn die (v — ^4"l)-te und folglich auch jede andere Polarfläche nie- 
derer Ordnung eines Poles b unbestimmt ist, so ist die (v— <r)-te Polai-fläche 
ein Kegel mit dem Scheitel b. Zieht man nämlich durch b eine Transver- 
sale, so ist jeder Punct derselben ein harmonischer Mittelpunct des (<r— l)-ten 
Grades, was nicht eintreten kann, wenn nicht in b alle harmonischen Mittel- 
puncte cr-ten Grades zusammenfallen. 

72. Wenn von den Puncten ai,a2; • • •» Ov ^ auf den Punct b fallen, 
und die übrigbleibenden durch ai, a27.**yav— er bezeichnet werden, so ist 



1) Einleitung, Nr. 17, 72. 

^) Von diesen sind <7-l-l im Puncte b vereinigt, weil jede Generatrix des 
Kegels in b mit F^ einen (^-|-l)-panctigen Contact hat, und also auch mit jeder 
Polarfl&che von b (69). 

3) Kinleitung, Nr. 17. 

6* 



t 
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bekannt, l) dass die harmonischen Mittelpuncte des (p — ^)*ten Grades {p>'^) 
des Systems aias . . . a);_<r in Bezug auf den Pol b mit dem <r-mal genom- 
menen Punct b zusammen die harmonischen Mittelpuncte ^-ten Grades fiir 
das Tollständige System ajtas • • • civ in Bezug auf denselben Pol bilden. 
Folglich hat man den Satz: 

Die {v—p)-te Polarfläche dee (r-fackea Punetes h ist der Ort der har- 
motiischen Mittelpuncte des {p-^^yten Grades der v^a Puncte, in denen 
F^ von einer beliebigen Tranwersale geschnitten wird, die durch b gezogen ist, 

73. Ist h ein vielfacher Punct von jFv, und ein beliebiger Pol, so 
fallen, wenn man die Transversale ob zieht, mindestens zwei von den Puncten 
Ol , ag , . . . , ap in den Punct b zusammen , und b vertritt folglich mindestens 
einen harmonischen Mittelpunct des (v— I)-ten Grades. Das heisst aber: 

Die erste Polarfläckc. eines beliebigen Poles geht durch die vielfachen 
Puncte und folglich auch durch die vielfachen Curven der Fu/ndamental- 
fläche. 

Es folgt daraus, dass, sobald F^, der Complex von zwei oder mehreren 
Flächen ist, die erste Polarfläche jedes beliebigen Poles durch die Curven 
hindurchgeht, längs deren sich die Componentenflächen zu zwei und zwei 
schneiden. 

Wir wollen jetzt als speciellen Fall voraussetzen, jFV sei aus einem 
Kegel <r-ter Ordnung und aus einer anderen Fläche F^^a zusammengesAzt, 
und der Pol sei der Scheitel des Kegels. Dann enthält jede Generatriz 
dieses letzteren als Transversale betrachtet eine unbegrenzte Zahl von Puncten 
Ol, as, . . . ) ttv und folglich auch unendlich viele harmonische Mittelpuncte 
eines beliebigen Grades. Die (v — ^/>)-te Polarfläche des Punetes ist folg- 
lich (72) aus dem vorgenannten Kegel und der (v — /o)-ten Polarfläche von 

in Bezug auf F), ff als Fundamentalfläche betrachtet zusammengesetzt 

Ist <r=l, so wird der Kegel eine Ebene, und der Satz gilt für jeden be- 
liebigen Punct dieser Ebene. 

74. Die Polarflächen derselben (v — p^ten Ordnung eines festen Poles 
in Bezug auf die Flächen eines Büschels v-ter Ordnung als Fundamental- 
ßächen angesehen bilden ein zweites, dem gegebenen projectivisches Biischd. 

Denn eine beliebig durch gelegte Transversale schneidet die Funda- 
mcntalfläche in Gruppen von v Puncten in Involution (41); und die har- 
monischen Mittelpuncte ^o-ten Grades dieser Gruppen in Bezug anf den Pol 
bilden eine neue Involution, die der ersten projectivisch ist ^) Aber die 
harmonischen Mittelpuncte sind die Durchschnitte der Transversale mit den 
entsprechenden Polarflächen, und folglich geht durch einen beliebigen Punct 
des Baumes nur eine einzige Polarfläche oder, was dasselbe ist, die Polar- 
flächen bilden ein Büschel u. s. w. 



1) Einleitung, Nr. 17. 

2) Einleitung, Nr. 23. 



72 — 75.] Polarßächen einer Fundamentalfläche, 69 

Dieses Theorem lässt sich leicht verallgemeineren. Zu diesem Zwecke 
führen wir den Begriff ein : Lineares gerades Punetsystem fi-ter Stufe und 
V'ten Grades, indem wir darunter die /i-fach unendliche Reihe der Gruppen 
von je V Puneten verstehen, welche v — ß gemeinschaftlichen Bedingungen 
in der Art genügen, dass, wenn fi Puncte auf der Geraden beliebig 
angenommen sind, sich mit denselben nur eine einzige Gruppe der Reihe 
bilden lässt (42). Für /a = 1 erhält man die Involution v-ten Grades. 

Zwei lineare Punctsjsteme derselben Stufe auf derselben oder auf zwei 
verschiedenen Geraden heissen projectivtsch, wenn die Gruppen des einen 
den Gruppen des andern eindeutig entsprechen, und wenn den Gruppen des 
ersten Systems, die ein niederes System {ß—fi'yter Stufe bilden, im zweiten 
Systeme ebenfalls Gruppen dieses zweiten Systems entsprechen , welche ein 
niederes System derselben (fi A')-ten Stufe bilden (44). 

Aus dieser Definition *) folgt unmittelbar: 

Die harmonischen Mittelpuncte p-ten Grrades der Gruppen eines gegebenen 
linearen Punctsystems ß-ter Stufe und v-ten Grades in Bezug auf einen be- 
liebigen Pol, der auf der gegebenen Geraden gewählt ist, bilden ein neues 
lineares Punetsystem fi-ter Stufe und p-ten Grades, das dem gegebenen projec- 
tivtsch ist. 

Es ist ausserdem klar, dctss die Puncte, in welchen die Oberflächen v-ter 
Ordnung eines linearen Flächensystems fi-ter Stufe (42) von einer beliebigen 
Transversale geschnitten werden, ein lineares Punetsystem fi-ter Stufe und v-ten 
Grades bilden; und dass umgekehrt, wenn die Oberflächen derselben Ord- 
nung einer /i-fach unendlichen Reihe von einer beliebigen Geraden in den 
Punctgruppen eines linearen Systems geschnitten werden, diese Flächen eben- 
falls ein lineares Flächensvstera bilden. 

Es sei jetzt ein. lineares Flächensystem fi-iex Stufe und v-ter Ordnung 
gegeben, und es sei a ein beliebig im Räume fixierter Pnnct. Zieht man 
durch eine beliebige Transversale, so schneidet sie die Fläche in Punct- 
gruppen eines linearen Systems, . und die harmonischen Mittelpuncte /o-ten 
Grades der Gruppen dieses Systems in Bezug auf o als Pol, bilden ein neues 
lineares System, das dem ersten projectivisch ist. Folglich haben wir : ^) 

Die Polarflächen derselben Ordnung eineg festen Poles in Bezug auf die 
Flächen eines linearen Systems bilden selbst ein lineares System, das dem ge- 
gebenen projectivisch ist, 

75. Wie viel Flächen gibt es in einem linearen Systeme yu-ter Stufe 
und >^-ter Ordnung, die mit einer gegebenen Geraden einen (At+l)-punctigen 
Gontact haben ? 



1) Es ist wohl überflüssig, zu bemerken, dass ganz analoge Definitionen sich 
für lineare Conrensysteme geben lassen, die s&mmtlich in ein und derselben Ebene 
gezeichnet sind. 

2) ICan vergleiche : Bobillibr, Recherches sur les lots ginirales gut regissent 
les lignes et les surfaces algebriques, (Annales de Qergonne. T. 18; 1827—23.) 
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bekannt, ^) dass die harmonischen Mittelpnncte des (p — ^)*ten Grades {p>^) 
des Systems aias . . .a);~<r-in Bezng auf den Pol h mit dem «r-mal genom- 
menen Punct b zusammen die harmonischen Mittelpuncte A'-ten Grades für 
das Tollständige System aia2 * • • Qv in Bezug auf denselben Pol bilden. 
Folglich hat man den Satz: 

Die {v—p)-te Polarfläche dee tr-fachen Punctes h ist der Ort der har- 
monischen Mittelpuncte des {p^-^ryten Grades der v — ^r PunctCy in denen 
F von einer beliebigen Transversale geschnitten toird, die durch b gezogen ist, 

73. Ist ^ ein vielfacher Punct von -Pv, wnd ein beliebiger Pol, so 
fallen, wenn man die Transversale 0^ zieht, mindestens zwei von den Puncten 

i ai , 02 > • • • y ttv in den Punct t> zusammen , und h vertritt folglich mindestens 

einen harmonischen Mittelpunct des (v — I)-ten Grades. Das heisst aber: 

I Die erste Polarfläche eines beliebigen Poles geht durch die tnelfachen 

Puncte und folglich auch durdi die vielfachen Curven der Fu/ndatnental- 
fläche. 

Es folgt daraus, dass, sobald F^ der Complex von zwei oder mehreren 
Flächen ist, die erste Polarfläche jedes beliebigen Poles durch die Curven 
hindurchgeht, längs deren sich die Componentenflächen zu zwei und zwei 
schneiden. 

Wir wollen jetzt als speciellen Fall voraussetzen, Fy sei aus einem 
Kegel <r-ter Ordnung und aus einer anderen Fläche F^^ff zusammengesAzt, 
und der Pol sei der Scheitel des Kegels. Dann enthält jede Generatrix 
dieses letzteren als Transversale betrachtet eine unbegrenzte Zahl von Puncten 
^1) asy . . • ) Ov und folglich auch unendlich viele harmonische Mittelpuncte 
eines beliebigen Grades. Die (v — ^/>)-te Polarfläche des Punctes ist folg- 
lich (72) aus dem vorgenannten Kegel und der (v — /o)-ten Polarfläche von 
in Bezug auf Fiß^^ als Fundamentalfläche betrachtet zusammengesetzt 
Ist crzzl, so wird der Kegel eine Ebene, und der Satz gilt für jeden be- 
liebigen Punct dieser Ebene. 

74. Die Polarflächen derselben {v-pyten Ordnung eines festen Poles 
in Bezug auf die Flächen eines Büschels ^ter Ordnung als Fundamental' 

j flächen angesehen bilden ein zweites, dem gegebenen projectivisches Büschel, 

Denn eine beliebig durch gelegte Transversale schneidet die Funda- 
montalfläche in Gruppen von v Puncten in Involution (41); und die har- 
monischen Mittelpimcte p-ien Grades dieser Gruppen in Bezug auf den Pol 
bilden eine neue Involution, die der ersten projectivisch ist. ^) Aber die 
harmonischen Mittelpuncte sind die Durchschnitte der Transversale mit den 
entsprechenden Polarflächen, und folglich geht durch einen beliebigen Panct 
des Baumes nur eine einzige Polarfläche oder, was dasselbe ist, die Polar- 
flächen bilden ein Büschel u. s. w. 



1) Einleitung, Nr. 17. 

2) Einleitung, Nr. 23. 



75—80.] Polarfläehen einer Fundamentalßäehe, 71 

Die Fläche F'p, die man erhält, indem man sich den Werth des Ver- 
hältnisses i veränderen lässt, bilden eine Reihe vom Index v. Denn ist a' 
ein beliebiger Punct im Baume, und schneidet der Strahl oa' die Fläche Fy 
in y Pnncten a und P im Puacte pf so geben die v Werthe des Doppel- 
Terhältnisses (opaa') v Flächen Fu die durch a' gehen. Die Reihe enthält 
die gegebene Fläche /y, die v-mal gezählte Ebene P, und den Kegel, 
dessen Scheitel in o liegt, und dessen Directrix die Curve FFy ist. Für 
^' = ly 0, <x> fällt nämlich der Pnnct a' bezüglich mit a, p, o zusammen. 

78. Es sei i ein Punct der Durchschnittscurve der Ebene F mit der 
ersten Polarfläche von o in Bezug auf F^, Die ersten Polarflächen von o 
in Bezug auf Fj,^ F'p sind offenbar perspectivisch, und folglich ist i auch 
ein Punct der ersten Polarfläche von o in Bezug auf F*u und folglich auch 
(74) der ersten Polarfläche von o in Bezug auf jede Fläche des Büschels 
(Fy^F'y) Umgekehrt gehen also die Polarflächen von i in Bezug auf die 
Flächen des genannten Büschels durch o. Unter diesen Flächen betrachten 
wir diejenige, welche durch t geht. Für diese ist oi entweder Taugente in 
i, oder i ist ein Doppelpnnct. Wäre aber i kein Doppelpunct, so würde» 
da die Fläche, um die es sich handelt, aus der Ebene F und aus ^y_^ zu- 
sammengesetzt ist, to nicht Tangente sein können ; folglich ist t ein Doppel- 
pnnct, das heisst ^y_^ geht durch t. Die Fläche ^v—i S^^^ ^^^^ durch die 

Durchschnittscurve der Ebene P und der ersten Polare von in Bezug 
auf Fj,^ 

79. Lässt man A variieren, so bilden die Flächen ^y.^ eine Reihe vom 
Index V —1. Ist nämlich av ein beliebiger Punct auf i^v» iincl der Strahl 
ooy schneidet F), ausserdem noch in ai , a2; . . . > av_i und P in p, so 
geben die v — 1 Werthe des Doppelverhältnisses (opa^av) die v— 1 Flächen 
Fi, die durch av gehen und von F^ verschieden sind. Ihnen entsprechen 
ebensoviel Flächen ^v__j, die ebenfalls durch Ov gehen. Es ist somit be- 
wiesen, dass durch einen beliebigen Punct von -Py ^ — 1 Fläche ^y_j gehen, 
dieselbe Eigenschaft hat also auch für jeden Punct des Raumes statt. 

Nähert sich einer der Puncte ai; a2 , . . . y av_i unendlich dem Pnncte 
öv, so geht die Fläche ^v_i durch den Berührungspunct von Fi, mit 
einer Tangente, welche von ausgeht; fällt also F^u mit Fy, zusammen, so 
fällt auch ^y_i mit der ersten Polarfläche von in Bezug auf Fi, zusammen. 
Wenn av in die Ebene P fällt, das heisst, wenn F'u in die v-mal genom- 
mene Ebene P degeneriert, so besteht die entsprechende Fläche ^v_i aus 
der nämlichen Ebene (v— l)-mal genommen. 

80. Die Einhüllende (48) der Fläche F'y ist der Kegel JT der v(>^-l)-ten 
Ordnung, dessen Scheitel 0, und der selbst der Fläche F^, umgeschrieben ist. 



72 Ztoeiter TheU. [Csp. I-II. 

Wenn nämlich zwei von den Flächen F'v, die durch denselben Punct a' gehen, 
zusammenfallen sollen, so genügt es, wenn aa' mit einer Tangente von TV zu- 
sammenfällt. Die Doppel- (Knoten-) Curve dieser Einhüllenden besteht aus 
den IKv— l)(v~2)(v — 3) Bitangenten, welche man von o aus an Fy legen 
kann; die Cuspidalcurve entsteht ebenso aus den v(v — l)(v— -2) Osculier- 
enden (07). 

Der Kegel K berührt Fv längs einer Curve der v(v— l)-ten Ordnung, 
die auf einer Fläche (v — l)-ter Ordnung — der ersten Polarfläche von o — 
liegt und also Fy ausserdem längs einer Curve v(»/~l)(v— 2)-ten Ordnung 
schneidet, die auf einer Fläche (v— l)(v— 2)-ter Ordnung liegt.*) Die erste Curve 
ist der Ort der Puncte, für welche eine der Flächen F'^ mit F^ zusammen- 
filllt; dagegen fallen in jedem Puncte der zweiten Curve zwei der F'y zu- 
sammen, die von Fy verschieden sind. In jedem dieser Puncte fallen auch 
die beiden entsprechenden Flächen Sy_^^ zusammen, und die zweite Curve ist 
also der Durchschnitt von Fy und der Einhüllenden der ^y_|. Diese Ein- 
hüllende ist folglich eine Fläche S der (v- l)(v— 2)-ten Ordnung. 

81. In jedem Puncte der von o ausgehenden Osculierenden fallen drei 
aufeinanderfolgende Fy zusammen, und folglich fallen auch in jedem der 
»»(v— l)(v— 2)(v— 3) Puncten, in welchen Fy von diesen Geraden geschnitten 
wird, drei aufeinanderfolgende Flächen ^y_i zusammen und ebenso gibt es 
in jedem der iv(v — l)(v— 2)(v— 3)(v— 4) Durchschnittspuncten der Fy mit 
den Bitangenten zwei getrennte Paare zusammenfallender Flächen ^y_y Die 

ersten Puncte sind also Stillstandspuncte und die zweiten Doppelpuncte für die 
Einhüllende S, das heisst, diese Einhüllende hat eine Cuspidalcurve von der Ordnung 
(y—1 X*'— 2)(v - 3) und eine Doppelcurve von der Ordnung J(»'— !)(*'— 2)(v—3X»'— 4). 

82. Da alle Flächen ^y_i durch dieselbe Curve der (v—l)-ten Ordnung, 

die in der Ebene P liegt, gehen, so ist die zwei Flächen ^y__j gemeinschaftliche 
Curve und folglich auch die Berührungscurve zwischen einer ^v__j und der 
Einhüllenden S von der Ordnung (v— l)(v— 2). Unter den Flächen ^j,__j befindet 
sich auch die erste Polarfläche von o in Bezug auf Fy^ und die Berührungs- 
curve zwischen S und genannter ersten Polarfläche hat v(v— l)(v--2) Puncte 
mit Fy gemein,' die nichts anderes sind, «Is die Berührungspuncte der Oscu- 
lierenden. In jedem dieser Puncte fallen nämlich zwei F'y^ also auch zwei 
^v— 1 zusammen, und da eine der letzteren die erste Polarfläche von o ist, 

so berühren sich in ihnen die erste Polarfläche von o und S. Durch 
v(v— l)(v— 2) drei Flächen v-te.r, (v—iyter, (v— 2)-ter Ordnung gemeinschaft- 
liche Puncte kann keine weitere Fläche der (v — 2)-ten Ordnung gehen, also 
berührt S die erste Polarfläche längs einer Curve, die auf der zweiten Polar- 
fläche liegt. Diese Curve ist der Ort der Puncte, für welche zwei ^y^j 
zusammenfallen, deren eine die erste Polarfläche ist. 



1) Man vergleicbe Einleitung^ No. 138. Anmerkung. 
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Die erste Polarfläche und die Fläche S schneiden sich also noch längs 
einer andern Curve*) der (y— i)(v — 2)(v— 3)-ten Ordnung. In jedem Puncto 
derselben fallen zwei yon der ersten Polarfläche verschiedene ^u^i zusam- 
men, und folglich fallen dort auch zwei Flächen 0y__^ zusammen, wo ^v.3 
die Fläche der (y— 2)-ten Ordnung ist, welche durch die gemeinschaftliche 
Durch schnittscnrve (v-lX** — 2)-ter Ordnung der ersten Polarfläche und ^v_i 
hindurchgeht. Diese Curve der (v— l)(v-2)(v-3)-ten Ordnung ist folglich 
der Durchschnitt der ersten Polarfläche mit der Einhüllenden der ^y_3. 
Diese Einhüllende ist also eine Fläche S' der (v — 2)(v— 3)-ten Ordnung. 

Die Flächen ^u—2 hildon eine Reihe vom . Index v— 2' Denn durch 
einen beliebigen Pnnct der ersten Polai'fläche gehen v—2 von der ersten 
Polarfläche verschiedene Flächen ^v.g, denen ebensoviele Flächen ^y_3 
entsprechen, die durch den nämlichen Punct gehen. 

Die Berührungspuncte der Bitangenten sind also die Durchschnitte dreier 
Flächen: der gegebene Fy, der ersten Polarfläche von und der Fläche 
8', der Einhüllenden der Flächen ^v_3. 



CA PI TEL IL 

GEMISCHTE POLARFLÄCHEN. 

83. Wir kehren zur Fundamentalfläche Fu zurück. Es seien o,d* zwei 
beliebig gegebene Puncte. Wir wollen durch P^jPf die ersten Polarflächen 
dieser Puncte in Bezug auf F^, bezeichnen, durch P^^/ die erste Polarfläche 
von in Bezug auf P^/ als Fundamentalfläche betrachtet, und dem ähnlich 
durch P,/j die erste Polarfläche von o' in Bezug auf P^; wir wollen dann 
beweisen, dass P,j/ und P,/, nur eine einzige Oberfläche bilden. 

Durch 0' lege man eine beliebige Ebene E, und es sei JTy der Kegel 
v-ter Ordnung, der den Scheitel in a und zur Directrix die Curve EFp hat, 
das heisst den Durchschnitt der Ebene E mit der Fläche Fy. Die beiden 
Flächen jffy, Fy, haben dann noch eine andere Curve v(v— l)-ter Ordnung ge- 
mein, die in einer Fläche Pv_i liegt, die von der (v— l)-ten Ordnung ist. Da 
Ty gleichzeitig mit Ky und dem Systeme {EFp^^) demselben Büschel an- 
gehört, so muss (75) die Polare P,' in dem Büschel enthalten sein, das 
durch den Kegel Jfv_i, der ersten Polarfläche von 0' in Bezug auf Ky^ 



1) Von diesen der Fläche S und der ersten Polarfläche gemeinschaftlichen 
Gurven trifft die erste Py in den Berührungspuncten der Oscnlierenden ; die zweite 
in den Berfihrungspunoten der Bitangenten. 
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bekannt, ^) dass die harmonischen Mittelpnncte des (/>— <r)*ten Grades (px^) 
des Systems aias . . . aj/-.<r in Bezug auf den Pol h mit dem <r-mal genom- 
menen Punct l^ zusammen die harmonischen Mittelpuncte ^-ten Grades für 
das voUständige System ajias . . . tty in Bezug auf denselben Pol bilden. 
Folglich hat man den Satz: 

Die {v—p)-te Polarfläche dee tr-fachen. Punctes h ist der Ort der har- 
monischen Mittelpuncte des (p^-cyten Chrades der v-^a Puncte, in denen 
F von einer beliebigen Transversale geschnitten toird, die durch b gezogen ist, 

73. Ist t> ein vielfacher Punct von -Pv, nnd ein beliebiger Pol, so 
fallen, wenn man die Transversale ol^ zieht, mindestens zwei von den Puncten 
Qi ; 08 > • • • y ttv in den Punct t> zusammen , und h vertritt folglich mindestens 
einen harmonischen Mittelpunct des (v — I)-ten Grades. Das heisst aber: 

Die erste Polarfläche eines beliebigen Poles geht durch die vielfachen 
Puncte und /olglich auch durch die vielfachen Ourven der Fundamental- 
flache, 

Es folgt daraus, dass, sobald Fj^ der Complex von zwei oder mehreren 
Flächen ist, die erste Polarfläche jedes beliebigen Poles durch die Curven 
hindurchgeht, längs deren sich die Componentenflächen zu zwei und zwei 
schneiden. 

Wir wollen jetzt als speciellen Fall voraussetzen, i^y sei aus einem 
Kegel <r-ter Ordnung und aus einer anderen Fläche Fy^^ zusammenges^t, 
nnd der Pol sei der Scheitel des Kegels. Dann enthält jede Generatrix 
dieses letzteren als Transversale betrachtet eine unbegrenzte Zahl von Puncten 
Ol, asy . . . ) Ov und folglich auch unendlich viele harmonische Mittelpuncte 
eines beliebigen Grades. Die (v — ^/>)-te Polarfläche des Punctes ist folg- 
lich (72) aus dem vorgenannten Kegel und der (y — ^)-ten Polarfläche von 

in Bezug auf Fy^ ^ als Fundamentalfläche betrachtet zusammengesetzt 

Ist <r=l, so wird der Kegel eine Ebene, und der Satz gilt für jeden be- 
liebigen Punct a dieser Ebene. 

74. Die Polarflächen derselben {y — pyten Ordnung eines festen Poles 
in Bezug auf die Flächen eines Büschels vier Ordnung als Fundamental' 
flächen angesehen bilden ein zweites, dem gegebenen projectivisches Büschel, 

Denn eine beliebig durch gelegte Transversale schneidet die Funda- 
mcntalfläche in Gruppen von v Puncten in Involution (41); und die har- 
monischen Mittelpuncte /o-ten Grades dieser Gruppen in Bezug auf den Pol 
bilden eine neue Involution, die der ersten projectivisch ist. ^) Aber die 
harmonischen Mittelpuncte sind die Durchschnitte der Transversale mit den 
entsprechenden Polarflächen, und folglich geht durch einen beliebigen Punct 
des Baumes nur eine einzige Polarfläche oder, was dasselbe ist, die Polar- 
flächen bilden ein Büschel u. s. w. 



1) Einleitung, Nr. 17. 

2) Einleitung, Nr. 23. 
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zug auf die [(v— /i)--/i']-te Folai^äche von m durch 0. Wir erhalten folg- 
lich den Satz: 

Geht die p'-te Polarflädie von 0' in Bezug auf die p-te Polarfläche von 
durch m, so geht die p'-te Polarfläche von 0' in Bezug auf die (y-^p-^p'yte 
Polarfläche von m durch a. 

85. Wir betrachten von Neuem einen Pnnct h, der für die Fundamen- 
talfläche «r-fach ist. Es sei ein beliebiger Fol. Zieht man die Transver- 
sale 0^» fio fallen <r der Puncte ai^aEy ...^ay mit h zusammen und dieser 
Funct vertritt also ff—p harmonische Mittelpuncte vom Grade v— /»; die 
/7-te Polarfläche von geht daher durch tf — so lange p<Zir ist. — Die 
[(v— ^) - (ö-— ^)]-te Folarfläche von h in Bezug auf die p-ie Folarfläche von 
fallt (83) mit der ^o-ten Polarfläche von 0' in Bezug auf die (v— />)-te Fo- 
larfläche von b zusammen. Nun ist aber (71) die (v—^yte Folarfläche von 
b ein Kegel mit dem Scheitel in b und <r-ter Ordnung, und' es ist folglich 
auch die [(y—p) — (<r— />)]-te Polarfläche von h in Bezug auf die /o-te Polar- 
fläche von ein Kegel vom Scheitel b und (tr—pyter Ordnung. Man hat 
also (71): 

Ist ein Punct b für die Fundamentedfläche trfach^ so ist er fUr die p4e 
Polarfläche eines hdiebigen Puncte^ (p—tryfach, und der Beriihrungskegel 
dieser Polarfläche in b ist die p-te Polarfläche von in Bezug auf den Kegel, 
der die Fundamentalfläche im Puncte b berührt ^). 

Daraus entnimmt man noch den Satz, dass die /i-ten Polarflächen 
sämnitlicher Puncte einer Geraden, die durch b geht, in h den nämlichen 
Berührungskegel (<r-^)-ter Ordnung haben. 

86. Die ersten Folarflächen zweier beliebiger Puncte 0, 0' in Bezug 
auf die Fundamentalfläche Fy schneiden sich in einer Raumcurve (v — l)^-ter 
Ordnung. Da jeder Funct derselben in beiden ersten Folarflächen liegt, so 
geht seine Polarebene sowohl durch als durch 0' (62) ; folglich haben wir : 

Der Ort der Puncte, deren Polarebenen durch eine gegebene Oerade 
00' gehen, ist eine Eaumcurve (v— i)2-<er Ordnung, 

Da die Polarebene jedes Punctes dieser Curve durch die Gerade 00' 
geht, so geht auch die erste Polarfläche eines beliebigen Punctes der Gera* 
den dnrch diese Curve. Folglich entsteht: 

Die ersten Polarflächen der Puncte einer Geraden bilden ein Büschel, 

Die Curve (v— l)^-ter Ordnung, die Basis dieses Büschels, nennt man 
die erste Polare der gegebenen Creraden ^). 

87. Die ersten Polarflächen dreier Puncte 0,0 ',0" haben (v*— 1)8 Puncte 
gemein. Die Folarebene jedes dieser Puncte geht durch o,o'i0", das heisst, 
jeder dieser (y— 1)3 Puncte ist der Pol der Ebene 00'0". Umgekehrt geht 



1) Für die Theorie der ebenen Curven substituiere man obigen Beweis für 
den UDEnreichenden der Einleitung , No. 73. 

2) BOBILLDSB, a, €U 0, 
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die erste Polarfläche jedes Punctes dieser Ebene durch joden der obigen 
(y— .1)3 Puncto; das heisst: 

Eine beliebige Ebene hat (v~-i)8 Pole, welche die gemeinschaftlichen 
Durchachnittspuncte aller ersten Polarflächen sind, deren Pole Puncte jener 
Ebene sind *). 

Oder auch: 

Die ersten Polarfl^ächen der Puncte einer Ebene bilden ein Netz, 

Denn suchen wir in der gegebenen Ebene einen Fol, dessen erste Po- 
larfläche durch einen willkürlich im Baume angenommenen Punct m geht, 
so ist der Ort des Poles die Durchschnittsgerade der gegebenen Ebene mit 
der Polarebene von m, und folglich (86) bilden diejenigen unter den Polarflächen 
der Puncte der gegebenen Ebene, wel(2he durch m gehen, ein BtischeL 

88. Aus dem eben Auseinandergesetzten folgt: 

1. Durch drei Puncte geht nur eine einzige Polarfläche. Der Pol der- 
selben ist der Durchschnittspunct der Polarebenen der drei gegebenen Puncte. 

2. Die ersten Polarflächen, die durch zwei feste Puncte gehen, bilden 
ein Büschel, das heisst, sie haben eine Curve (v— l)-ter Ordnung gemein, 
die durch die beiden gegebenen Puncte geht; ihre Pole liegen auf der 
Dorchschnittsgeraden der Polarebenen der beiden gegebenen. Puncte. 

3. Die ersten Polarflächen, die durch einen festen Punct gehen, bilden 
ein Netz, haben also (v-l)8 Puncte gemein, den gegebenen eingeschlossen; 
ihre Pole liegen- auf der Polarebene des gegebenen Punctes. 

4. Die ersten Polarflächen aller Puncte des Raumes bilden ein lineares 
System im engeren Sinne, das heisst dritter Stufe ^). 

Vier erste Polarflächen genügen, alle andere zu individualisieren, sobald 
sie nur nicht demselben Büschel oder demselben Netze angehören. Denn 
hätte man wirklich vier erste Polarflächen Pi, P2, P3, Pa gegeben, deren Pole 
weder in gerader Linie, noch in derselben Ebene liegen, und man verlangte 
diejenige Polarfläche, welche durch drei gegebene Puncte 0,0', 0" geht, so 
hätte man folgend ermassen zu verfahren. Die Flächenpaare PiP^t PiP^y 
PiPa individualisieren drei Büschel; die Flächen, welche durch gehen 
und bezüglich zu diesen drei Büscheln gehören, erzeugen ein Netz; die 
Flächen dieses Netzes, die durch 0' gehen, bilden ein Büschel, in welcbem 
es nur eine einzige Fläche gibt, die durch 0" geht; diese ist offenbar 
die verlangte. 

89. Im Aligemeinen besitzen die Flächen eines linearen Systems keine 
Puncte, die allen Flächen gemein sind. Wenn aber vier erste Polarflächen, 
deren Pole nicht in ein und derselben Ebene liegen, durch den nämlichen 
Punct gehen, so gehört dieser allen ersten Polarflächen an und ist für die 
Fundamentalfläche ein Doppelpunct. Denn, da die Polarebene dieses Punctes 



1) BoBiLLiKB, a. a. 0. 

2) Wo wir im Folgenden von linearen Systemen sprechen, veräteben wir stets, 
wenn wir keine andere Erklärung abgeben, solche dritter Stufe. . 
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durch jeden beliebigen Punct des Raumes gehen kann (62)) so ist sie unbe- 
stimmt , und da ausserdem die erste Polarfläche dieses Punctes durch ihn 
selbst hindurchgehen rousS; so gehört er der Fundaroentalfläche an; folg- 
lich u. s. w. 

Haben im Allgemeinen vier erste Polarflächen, deren Pole nicht in der- 
selben Ebene liegen , einen <r-fachen Punct h gemein, so ist dieser auch für 
jede andere erste Polarfläche ^fach, wie sich aus der Art der Ableitung 
dieser Polarflächen aus den vier gegebenen (88) unmittelbar ergiebt. Die 
erste Polarfläche von h rouss durch tf gehen, also gehört dieser Punct auch 
der Fondamentalfläche an. Ausserdem gehen (85) die erste, zweite, . . •, 
(<r l)-te Polarfläche jedes beliebigen Punctes des Raumes in Bezug auf eine 
beliebige der vorgenannten ersten Polarflächen durch h, oder mit andern 
Worten, die zweite, dritte, . . ., a-te Polarfläche eines beliebigen Punctes 
des Raumes in Bezug auf Fi, gehen durch h. Daraus folgt, dass die 
(v— 2)-te, (v— 3)-te, . . . , (v— «rj-te Polarfläche des Punctes b unbestimmt 
sind, da sie durch jeden beliebigen Punct des Raumes gehen können; die 
(v — ^_i)-te Polarfläche des Punctes b ist ein Kegel (<r-\'\)'ter Ordnung. 
Folglich ist h (7l) ein (<r-f~l)-facher Punct für die Fundamentalfläche. 

Dieses Theorem kann man auf andere Weise klar machen. Angenom- 
men, die <r-ten Polai-flächen aller Puncto des Raumes hätten einen gemein- 
schaftlichen Punct b, so gehört dieser auch der <rten Polarfläche des Punctes 
selbst an, und also auch der Fundamentalfläche. Der Punct b hat ferner 
eine (v — <r)-te Polarfläche, die durch jeden beliebigen Punct des Raumes 
gehen kann, und also unbestimmt ist. Die (v — <r~l)-te Polarfiäche von b 
ist folglich ein Kegel mit dem Scheitel b, und es ist somit b ein (4?--j-l)-facher 
Punct der Fundamentalflächc. 

90. Man setze jetzt voraus, die <r-te Polarfiäche eines Punctes a habe 
einen <r-fachen Punct o'. Nun gehen die (^-f-l)-te, (/o-|-2)-te, . . ., (/o--|-<r— l)-te 
Polarflächen von o sämmtlich durch o' und folglich (62) gehen die (v— yo)-te, 
(v— /o— l)-te, . . . , (v -/o— <r— l)-te Polarflächen von 0' sämmtlich durch 0. 
Ausserdem geht (85) auch die ^-te Polarfläche (t9 = 1, 2, . . . , <r- 1) eines be- 
liebigen Punctes m in Bezug auf die p-te Polarfläche von (ff—^ymBl 
durch 0', und daraus folgt (84); dass die t^-te Polarfläche von m in Bezug 
auf die (v— />— i?j-te Polarfläche von 0' durch 0. geht. Danach ist (89) der 
Panct für die {y-^p--&)-te Polarfläche von 0' ein (!5i-|-l)-facher Punct; und 
geben wir i9 seinen grössten Werth, so erhalten wir aus Allem den Satz: 

Wenn die p-te Polarfläche eines Punctes einen «r-facken Punct 0' hat, 
so ist umgekehrt' für die (j/—^— <t-|-1)-«6 Polarfläche von 0' ein af acher 
Punct, 

91. Die yo'-te Polarfläche eines Punctes 0' genommen nach der yo-ten 
Polarfläche eines andern Punctes möge einen o^fachen Punct 0*' ha- 
ben, das heisst, die /o-te Polarfläche von in Bezug auf die />'-te Polar- 
flache von 0' habe den .^fachen Punct 0". Wenden wir nun das eben (90) 
bewiesene Theorem auf die />'-te Polarfläche von 0* als Fundamentalfläche 
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betrachtet an, so ergibt sich, dass die {v^p'-^p-^ff'\-l)'te Polarfläcbe von 
o" in Bezug auf die p'-te Polarfläche von o' einen «r-fachen Punct in 
hat. Folglich gilt der Satz: 

H<U die p'-te Polarfläche eines Punctea 0' in Bezug auf die p-te Polar- 
fläche eines andern Pttnctes einen tr-fachen Punct o'S so hat umgekehrt die 
^y^p^p'^ff^iyte Polarfläche von 0'' in Bezug auf die p'-te Polarfläche von 
0* einen ^-fachen Punct in 0. 

92. Wir haben gesehen (69) ? dass die Qnadripolarfläche eines parabo- 
lischen Punctes der Fandamentalfläche ein Kegel ist, der die entsprechende 
Wendeebene berührt, und dass die Berührungsgeneratrix die Osculierende von 
Fy in ist. Auf dieser Geraden befindet sich daher der Scheitel 0' des 
Kegels. Wenden wir nun auf die beiden Puncto 0, 0' einen früheren Satz 
(äÖ) an, so folgt, weil 0' ein Doppelpunct für die (v— 2)-te Polarfl'ache von 
ist, dass die erste Polarfläche von 0' einen Doppelpunct in hat. Wir 
haben so den Satz: 

Ein parabolischer Punct ist für jede erste Polarfläche ein Doppelpunct, 
deren Pol auf der Gtraden liegt, welche die Fundamentalfläche in osculiert. 

Hat ein Punct 0, welcher der Fundamentalfläche angehört, einen Kegel 
als Quadripolarfläche, so ist er entweder ein Doppelpunct ^der ein parabo- 
lischer Punct von F^. Denn, hat der Polarkegel seinen Scheitel in 0, so 
ist dieser Punct für die Fundamentalfläche ein Doppelpunct (71). Ist dagegen 
der Scheitel ein anderer Punct 0', so rouss 00', weil die Quadripolarfläche 
von in diesem Puncto die Fundamentalfläche berühren soll, die einzige 
Gerade sein, die in osculiert, das heisst, ist ein parabolischer Punct. 



CAPITEL IIL 

ENVELOPPEN DER POLAREBENEN UND ORTE 

DER POLE. 

93. Wir wollen jetzt die Enveloppen der Polarebenen der Puncto einer 
Geraden r in Bezug auf Fu zu bestimmen versuchen. Die Polarebeaen, 
welche durch einen beliebigen Punct t gehen, haben (62) ihre Pole auf der 
ersten Polarfläche von i, welche r in v— 1 Puncten schneidet; das heisst, 
durch i gehen J'— 1 Ebenen, von denen jede einen Pol auf r hat; die ge- 
suchte Enveloppe ist folglich eine Developpable (v— l)-ter Classe. Wir 
geben ihr den Namen (v — \yte Polarfläche der Geraden r. 

Wenn die erste Polarfläche von i durch r berührt wird, so fallen zwei 
von den v — 1 Ebenen, die durch t gehen, zusammen, und dieser Punct ge* 
hört also der Developpablen an. Folglich ist die Enveloppe der Polar- 
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ebenen der Puncte von r gleichzeitig der Ort der Pole der ersten Folar- 
flächen. welche r berühren. 

Ist t eine beliebige Gerade, so bilden die ersten Folarflachen der Puncte 
von t ein Büschel (86), in welchem bekanntlich 2(^-2) Flächen existieren, 
die eine beliebige Gerade, z. B. r, berühren. Folglich enthalt / 2(v— 2) 
Puncte des gesuchten Ortes und wir haben also den Satz: 

Die (V— l)-te Polarfiäche von r ist eine Developpable 2(»'— 2)-^er Ordnung. 

Ist m ein Fnnct auf r, so haben die ersten Folarflächen, welche* r in 
m berühren, ihre Pole auf einer Geraden m, der Generatrix der Developpa- 
blen, die wir betrachten. Ist analog tn' der Fnnct von r, der auf m un- 
mittelbar folgt, so haben die ersten Polarfiächen, welche r in m* berühren, 
ihre Pole auf der Geraden m', der auf m unmittelbar folgenden Generatrix. 
Die erste Polarfiäche, welche r in m osculiert, hat folglich ihren Pol in dem 
Puncte, in welchem sich m und m' schneiden, und es ist also die Cuspidal- 
cnrve der Developpablen der Ort der Pole derjenigen ersten Polarflächen, 
welche r osculieren. 

In einem Flächennetze {v~l)-ter Ordnung gibt es SC»'— 3) Flächen, 
welche eine gegebene Gerade osculieren (75). Nun liegen, wenn die Flächen 
des Netzes eri^e Polarflächen in Bezug auf F^ sind, ihre Pole in einer 
Ebene (88); eine beliebige Ebene enthält folglich 3(v— 3) Puncte, deren 
erste Polarflächen r osculieren; das heisst: Der Ort der Pole der ersten 
JPolarflächen t die von r osculiert werden, ist eine Baumcurve S{i'—S)'ter 
Ordnung, welche die Bückkehrkante der obenerwähnten Developpablen 
bildet. 

Da ein ebener Schnitt dieser Developpablen von der Ordnung 2(j'— 1) 
und der Classe v—l ist und 3(»'— 3) Spitzen hat, so besitzt er 2(v— 3)(v— 4) 
Doppelpnncte; das heisst: 

Der Ort der Pole der ersten Polarflächen, die r in zwei verschiedenen 
Puncten berühren, ist eine Raumcurve 2(»'— 3)(i' — i)-ter Ordnung; sie ist die 
Knotencurve der betrachteten Developpablen. 

Auf die nämliche Art beweist man, dass die Envdoppe der Polarebenen 
der Puncte einer beliebigen gegebenen Curve fi-ter Ordnung eine Developpable 
der fiiv—iyten Classe ist, die man auch als Ort der Puncte auffassen kann, 
deren erste Polarflächen die gegebene Curve berühren, 

94. Wir werden jetzt die (v— l)-te Polarfläche einer Fläche von ge- 
gebener Ordnung fi betrachten, das heisst, die Enveloppe der Polarebenen 
der Puncte dieser Fläche. Die Ebenen, welche durch eine beliebige Ge- 
rade t gehen, haben ihre Pole (86) auf einer Baumcurve (i'— l)*-ter Ord- 
nung, welche die gegebene Fläche in ß(v^\)^ Puncten schneidet. Die ge- 
suchte Enveloppe ist also eine Fläche der a(»'— l)*-ten Classe. 

Fallen zwei von den ebengenannten fi{v—\) Puncten zusammen, so be- 
rührt t die Fläche, um die es sich handelt, und wenn folglich zwei Geraden 
i, t*, die durch denselben Punct t gehen , zwei Curven entsprechen , welche 
die gegebene Fläche in demselben Puncte x* berühren, -so ist t' der Pol der 
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Ebene tt*, und diese Ebene berührt die Fläche der At(v— l)3.ten Ordnung 
in t. In diesem Falle berührt aber die erste Polarfläche des Punctes t, da 
sie beide Raurocurveu enthält* die gegebene Fläche in t, und wir haben also : 

Die Envehppe der Polarebenen der Ptmcte einer gegebenen FUtcfte ist 
gleichzeüig der Ort der Puncte, deren erste PolarflöLchen die gegebene Fläcke 
berühren» 

Die (v— l)-te Polarfläche einer Ebene ist eine Fläche 3 (v -2) 2. ter Ord- 
nung, da CS in einem Büschel von Flächen (v— l)-ter Ordnung 3(v— 2)* gibt, 
die eine gegebene Ebene berühren (41). 

95. Was ist der Ort der Pole der Tangentialebenen einer gegebenen 
Fläche A-ter Classe? Durch eine beliebige Gerade t gehen i^ Tangential- 
ebenen der gegebenen Fläche, die ihre Pole sämmtlich auf der Raumcurve 
(v— 1) 2 -ter Ordnung haben, welche die erste Polare von t bildet (86). Diese 
Curve hat iu(v— 1)3 Durchschnittspuncte mit dem gesuchten Orte, da dies 
die Anzahl der Pole von ß Ebenen ist. Der gesuchte Ort ist folglich eine 
Fläche von der ß (v— l)-ten Ordnung. 

Ist t eine Tangente der gegebenen Fläche, so fallen zwei jener fi Ebe- 
nen zusammen, und folglich hat die Raumcurve, welche die erste Polare von 
t ist, (v— 1)9 Berührungspuncte mit dem Orte, um den es sich handelt. 
Und wenn zwei Gerade ty V in dem nämlichen Puncte i die gegebene Fläche 
berühren, so berühren die diesen Geraden entsprechenden Raumcurven den 
Ort in den nämlichen (v— 1)^ Puncten, und da die beiden Curven gleichzeitig 
auf der ersten Polarfläche des Punctes i liegen, so sind die (v — 1)3 Pole der 
Ebene tV ebensoviel Berührungspuncte zwischen dem Orte und der ersten 
Polarfläche des Punctes i; das heisst: 

Der Ort der Pole der Tangentialebenen einer gegebenen Fläche ist auch 
die Enveloppe der ersten Polarflächen der Puncte der gegebenen Fläche, 

Jede Eingehüllte hat mit der Einhüllenden (v— 1)3 Beführungspuncte, 
welche die Pole der Ebenen sind, die die gegebene Fläche in dem Pole der 
Eingehüllten berühren. 

Die erste Polarfläche des Punctes t schneidet den Ort in einer Curve 
ßiy — 1)2 -ter Ordnung, welche offenbar der Ort der Pole derjenigen Ebenen 
ist, die man durch t so ziehen kann, dass sie die gegebene Fläche berühren, 
das heisst der Tangentialebenen des Kegels mit dem Scheitel i, welcher der 
gegebenen Fläche umgeschrieben ist. 

Der Fläche ß{v — l).ter Ordnung, die wir eben als Ort und als Enve- 
loppe betrachteten, geben wir den Namen erste Polarfläcke der gegebenen 
Fläche. 

96. Die gegebene Fläche sei jetzt developpabel und von der A^-ten Classe. 
Man sucht auch für sie den Ort der Pole ihrer Tangentialebenen. Durch 
einen beliebigen Punct kann man ß Tangentialebenen der gegebenen De- 
veloppablen legen; diese Ebenen haben ihre Ai(v — 1)3 Pole alle auf der ersten 
Polarfläche von und diese Puncte sind ebenso viele Puncte des Ortes. Der 
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gesuchte Ort ist also in diesem Falle eine Raumcurve der Ai(v— l)8-ten 
Ordnung. 

Liegt auf der Developpablen , so fallen zwei von den fi Tangential- 
ebenen zusammen, und folglich berührt die erste Polarfläche von o den Ort 
n (v— 1)3 Puncten. Der Ort ist daher auch die Enveloppe der ersten Polar- 
flächen der Puncto der gegebenen Fläche in dem Sinne, dass die gefundene 
Curve von der ersten Polarfläche eines beliebigen Punctes der gegebenen 
Developpablen in (v— 1)3 Puncten berührt wird. Dieselbe Curve wird von 
der ersten Polarfläche eines beliebigen Punctes der tlückkehrcurve der De- 
veloppablen in (v— 1)3 Puncten osculiert, und von der ersten Polarfläche 
eines beliebigen Punctes der Knotencurve derselben Developpablen in 2(v— 1)3 
Puncten berührt. 



GAPITEL IV. 

ANWENDUNGEN AUF DEVELOPPABLE FLÄCHEN. 

« 

97. Wir wollen jetzt annehmen, die Fundamentalfläche F sei eine De- 
veloppable von der Ordnung p und der Classe ßy mit w Doppelgeneratrixen, 
^ stationären Generatrixen, einer Cuspidalcurve »'-ter Ordnung, die ß stationäre 
und a' Doppelpuncte besitzt, und einer Knotencurve von der Ordnung ^. Es 
sei ausserdem: 

a die Zahl der stationären Tangentialebenen und 

y' die Zahl der Bitangentialebenen von F (das heisst, der längs zweier 
getrennter Geratrixen berührenden Ebenen); 

a die Zahl der Geraden, die man von einem beliebigen Puncte so ziehen 
kann, dass sie die Curve (v) zweimal treffen; 

y die Zahl der Geraden die gleichzeitig in einer beliebigen Ebene und 
in zwei Tangentialebenen von F liegen; 

^ die Classe der doppeltberührenden Developpablen der Curve (v); 

X die Zahl der Geraden, welche durch einen beliebigen Punct gehen, 
und die Curve (^) in zwei Puncten schneiden; 

X die Zahl der Puncte der Curve (v), durch welche Gerade gehen, 
welche diese Curve anderweitig berühren: diese Puncte sind für die 
Curve ($) stationär; 

T die Zahl der Puncte, die in drei getrennten Generatrixen von F 
liegen: diese Puncte sind offenbar für die Curve (^) dreifach. 

Zwischen diesen Zahlen haben wir (10, 12) die Gleichungen: 

Crlmoka, Oberflächen. 6 
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^=;u{A£-i)-2fr+r')-3«, 

^ = y(v-l)-2(« + ö')-3Ä 

welche sechs unabhängigen Belationen gleichgelten. Wir wollen jetzt drei 
andere Gleichungen bestimmen, welche zur Bestimmung von ^ r, x dienen i). 

98. Es sei o ein willkürlicher Punct. Jede Ebene, die durch geht, 
schneidet dann F in einer Curve l von der Ordnung p und der Classe fi 
mit f+w Doppelpuncten und v-}-^ Stillstandspuncten (9). Dieselbe Ebene 
schneidet die erste Polarfläche von in Bezug auf F in einer Curve der 
(^—l)-ten Ordnung, welche durch die $+0; Doppelpuncte und die v-ftf Still- 
standspuncte von / hindurchgeht. In diesen letzten Puncten hat sie mit 
der Curve / dieselben Tangenten^). Daraus folgt, dass die Classe der 
Curve l gleich ist: 

da dieses die Zahl der Tangenten ist, die man von an genannte Curve 
ziehen kann. Diese Tangenten sind auf der Schnittebene die Spuren der 
Tangentialebenen von F, die durch gehen. Die erste Polarfläche von 
in Bezug auf F schneidet daher F längs der beiden Curven (?), (v), längs 
der w-\-d doppelten und stationären Generatrizen und längs der Berührnngs- 
generatrixen der ß Tangentialebenen, die durch gehen. 
Die Gleichung 

zeigt, dass bei dem vollständigen Durchschnitt von F und der ersten Polar- 
fläche die Curve (^) und die to Geraden zweimal zählen, während die Curve 
(v) und die Geraden dreimal zu rechnen sind. Die nämliche Gleichung 
lässt erkennen, dass der umgeschriebene Kegel mit dem Scheitel aus den 
M Tangentialebenen, dem Perspectivkegel der Curve (f) zweimal gezählt, 
dem dreimal gerechneten Perspectivkegel der Curve (v) und aus den o-j-^ 
Ebenen zusammengesetzt ist, welche durch die doppelten und die stationären 
Geraden hindurchgehen, jene zweimal und diese dreimal gezählt. 

99. Ist die schneidende Ebene, die wir durch gelegt haben^ eine der 
M Tangentialebenen, und ist t die Berührungsgeneratrix und m der Punct, in 
welchem t die Curve ( v ) berührt, dann erhält der Schnitt l der Developpa- 



1) Cfr. Salmon, Oeometry qf three dimensions (2'! ed.) pag. 455 u. ff., wo 
aber die Singularitäten to^ 0, &', y' nicht beachtet sind. Bei der vorliegenden Unter- 
suchung wurde der Verfasser durch den Bath der Herren Caylbt und Zeuthem 
unterstützt, denen er hierdurch seinen herzlichsten Dank ausspricht. 

2) Einleitung, No. 74. 
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bien F (13) in m einen dreifachen Punct mit drei Zweigen^ welche von der- 
selben Tangente t berührt werden. Die erste Polarcurve von o in Bezug 
auf / hat alao in m eine Spitze mit der Tangente t, und die zweite Polar- 
curve von in Bezug auf die nämliche Curye l geht durch m und wird in 
diesem Puncte von der Geraden t berührt. Folglich ist ^ in m Tangente 
der zweiten Polarfläche von o in Bezug auf F-^ oder auch: 

Die zweite Polarßäche eines beliebigen Punctes o in Bezug auf eine 
demloppable Fläche berührt die CuepidcUcurve in den Funden ^ too diese von 
Ebenen osouUert toird, welche durch o gehen. 

Der Schnitt l ist aus der Geraden / zweimal genommen und einer 
Cnrve (/t>--2)-ter Ordnung zusammengesetzt, welche von t in m berührt und 
in anderen p—A Puncten geschnitten wird — es sind dies die Puncte, in 
denen die Curve (f) von der Ebene o< berührt wird — ; diese Puncte sind 
für l dreifach, also geht durch sie auch die zweite Polarcurve von in Be- 
zug auf /; wir haben also: 

Die zweite Polarßäche eines beliebigen Poles in Bezug auf eine Deve- 
loppahle berührt die Berührungsgeneratrix Jeder Tangentialebene^ die durch 
geht, in dem Puncte, wo sie von der Cuspidalcurve berührt tvird, und schnei- 
da sie in den Puncten, wo sie die Knotencurve trifft, 

100. Es sei jetzt t eine der ^ stationären Generatrixen und m der Be- 
rührungspunct zwischen t und der Curve {v). Man lege die Ebene 0^ bis 
sie F schneidet, dann besteht der Schnitt l aus der Geraden t zweimal ge. 
nommen und einer Curve /' von der Ordnung p—2 und der Classe ß, die 
in m mit t einen vierpunctigen Contact hat, weil t in drei unmittelbar fol- 
genden Tangentialebenen liegt, und man also von einem beliebigen Puncte 
von t aus /i~3 von t verschiedene Tangenten an den Schnitt legen kann; 
t repräsentiert daher drei unmittelbar folgende Tangenten vqn l'. Die Ebene 
ot schneidet die Curve (»') in anderen v— 3 Puncten und die anderen statio- 
nären Generatrixen in <?— 1 Puncten; l* hat also v-|-^ — 4 Spitzen. Diese 
Carve hat folglich 

U(/>-2) (^-3) -A- 3(v+<?-4)] = e+fl»--2/>+9 

Doppelpuncte (10). Diese Puncte gehören der Linie (ß-i-o») an; von den an- 
dern Durchschnittspuncten der Ebene ot mit der Curve (?) sind 2(/o— 6) in 
den p — Q Durchschnittspuncten zwischen l' und t vereinigt, und folglich 
fallen die drei übrigen mit m zusammen. Die ebenerwähnten ^—6 Puncte 
sind für die Curve ( ^) Stillstandspuncte , weil in jedem derselben zwei un- 
mittelbar folgende Generatrixen — repräsentiert durch die stationären Ge- 
neratrixen — von einer nicht folgenden Generatrix geschnitten werden. 

Schneidet man F durch die Ebene, welche in m einen vierpunctigen 

Contact mit der Curve ( v ) hat, so besteht der Schnitt / aus der Geraden t 

dreimal gezählt und einer Curve (/o-3)-ter Ordnung und (A*— l)-ter Classe, 

die in m einen dreipunctigen Contact mit t hat, weil t in drei unmittelbar 

6* 
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folgenden Tangentialebenen liegt ^ von denen die eine die Ebene der Curve 
ist, und folglich zwei unmittelbar folgende Tangenten dieser Curve darstellt. 
Die Ebene schneidet die Curve (^) in weiteren v— 4 Puncten und die übri- 
gen stationären Generatrizen in ^ — 1 Puncten; die Curve (/o— 3)-ter Ordnung 
hat also v-|-^— 5 Spitzen und daher 

Doppelpuncte. Die Ebene hat also mit der Doppelcurve einen vierpunctigen 
Contact in m und einen dreipunctigen Contact in jedem der /o— 6 Durch- 
schnittspuncte von t mit der ebenen Curve (/o— 3)-ter Ordnung. Folglich 
haben die Curven (v) und (^) in m dieselbe Singularität, das heisst, 
dieselbe Tangente t mit dreipunctigem Contact und dieselbe Osculationsebene 
mit viei*punctigem Contact. Die stationäre Tangente t trifft die Curve (^) 
in p—Q stationären Puncten, und die Tangenten in diesen Puncten liegen 
in der Osculationsebene von m. 

Der nämliche Punct m, in dem die Curven (J') und (?) von der sta- 
tionären Geraden t osculiert werden, ist für die Developpable F dreifach, 
weil eine beliebige Ebene durch t F in einer Curve schneidet, die mit drei 
Zweigen durch m geht, das heisst, jede Gerade durch m hat hier einen drei- 
punctigen Contact mit F, Die Geraden, welche in m mit F einen vier- 
punctigen Contact haben, liegen in der Osculationsebene, das heisst (71), 
der Berührungskegel von i^ in m reduciert sich auf diese Ebene dreimal 
gezählt. Es folgt noch (85), dass die zweite Polarfläche eines beliebigen 
Poles in Bezug auf F durch m geht und in ihm jene Ebene zur Tangential- 
ebene hat. Ausserdem bemerke man, dass jeder Punct, der der Geraden t 
und der Curve l' in der Ebene ot gemein ist, für l dreifach sein muss und 
also auch in der zweiten Polarcurve von o in Bezug auf l liegt ; folglich hat 
die zweite Polarfläche von o in Bezug auf i?* in m eine vierpunctige Berüh- 
rung mit t. Man^ hat also : 

Die zweite Polarfläche eines beliebigen Poles in Bezug auf eine Deve- 
loppable hat einen vierpunctigen Contact mit der Cuspidalcurve und mit der 
Knotencurve in dem Puncte, in dem diese Curven von jeder stationären Gene- 
ratrix osculiert werden. 

Die />— 6 Puncte, in denen t die Curve ( f ) trifft, sind für F dreifache 
Puncte nach dem nämlichen Raisonnement, das wir schon für den Punct m 
angewandt haben; daher geht die zweite Polarfläche von o durch diese 
Puncte. 

Wenn r einer dieser Puncte ist, in denen t von der Geraden geschnitten 
wird, welche die Curve (v) in n berührt, so ist der Tangentialkegel von F 
in r aus der doppeltgezählten Osculationsebene der Curve (v) in m und der 
Osculationsebene in n zusammengesetzt. Die gemeinschaftliche Gerade dieser 
Ebenen ist die Cuspidaltangente der Curve {$) in r, und durch sie geht die 
Tangentialebene in r der zweiten Polarfläche von in Bezug auf -F; also 
zählt r für drei Durchschnittspuncte der Curve (^) mit der obengenannten 
zweiten Polarfläche. 



100—101] Anwendungen auf developpable Flächen. 85 

101. Es sei jetzt t eine der w Doppelgeneratrixen, m, m' ihre Berüh- 
ruDgspancte mit der Curve (>>), und man wende auf sie dieselben Betrach- 
tungen an, die wir für eine stationäre Generatrix durchgeführt haben. Die 
Ebene ot gibt hier eine Curve /' von der Ordnung p—2 und der Classe fi 
mit v-|-^ — 4 Spitzen, also mit 

i[(^-2)0>-3)-/^-3(v + 6>-4)] = ^+0.-2/7 + 9 

Doppelpuncten, von denen w—l in den w — l andere Doppelgeneratrixen liegen, 
während die andern f -2/o4-10 der Knotencurve angehören. Die Curve V hat 
in jedem der Functe m, m' mit t einen dreipunctigen Contact, weil diese Gerade 
in zwei Paar unmittelbar folgenden Tangentialebenen liegt, und folglich fallen 
von den fi Tangenten von ^', die von einem beliebigen Puncte :p von ^ aus- 
gehen, zwei mit pm und zwei andere mit pm' zusammen. Es folgt, dass t 
die /' in andren /o— 2— 2.3 Puncten trifft, das heisst, die Doppelgeneratrix t 
schneidet p—S einfache Generatrixen. Die Ebene o^ hat folglich mit der 
Knotencurve 2(/> — S) Durchschnittspunote , die zu zwei imd zwei in obenge- 
nannten p —8 Puncten vereinigt sind, und 6 Durchschnittspuncte, die zu drei 
und drei in die Puncten m, m' zusammenfallen^). Also hat ^ in m und in m' 
einen dreipunctigen Contact mit der Curve (^). 

Da m ein dreifacher Punct von F ist, so geht die zweite Polarfläche 
von in Bezug auf F durch m. Ausserdem hat diese zweite Polarfläche, 
da jeder gemeinschaftliche Punct von t und /' für den vollständigen Durch- 
schnitt der Ebene o^ mit JP dreifach ist, in m einen dreipunctigen Contact mit t. 
Diese Gerade hat aber in diesem Puncte eine zweipunctige Berührung mit 
der Curve (v) und eine dreipunctige mit der Curve (f); folglich hat man: 

Die zweite Polarfläche eines beliebigen Punctes in Bezug auf eine Deve- 
loppahle geht durch die Berührungspuncte der Cimpidalcurve mit ihren Doppel- 
tangenten und hat daselbst eine zweipunctige BerüJirung mit Jener Curve und 
eine dreipunctige mit der Knotencurve. 

Die p—S für F dreifachen Puncte, in denen t andere Generatrixen 
schneidet, sind für die Curve (^) Doppelpuncte. Ist in der That t einer von 
ihnen, in dem t von der Tangente der Curve (v) in n getroffen wird, so wird 
dort die Curve (^) von den beiden Geraden berührt, längs deren die Oscu- 
lationsebene in n die Osculationsebenen in m und m' schneidet. Folglich 



1) Dass die Curve {$) durch m» m' geht, ergibt sich auch, wenn man beachtet, 
dass z. B. m Air jP ein dreifacher Punct ist, weil sich in ihm drei Tangenten der 
Curve (v) schneiden, nämlich die Tangenten in m, im unendlich nahen Puncte von 
m und im Puncte m'. Also besitzt der von einer beliebig durch m gelegte Ebene 
auf F erzeugte Schnitt hier drei Zweige, von denen zwei durch die Spur der Os- 
culationsebene in m und der dritte von der Spur der Osculationsebene in m' be- 
rührt werden. Es folgt, dass m so viel als eine Spitze und zwei Enotenpuncte des 
Schnittes gilt; und folglich geht ausser der Curve (v) und einer der w Doppelge- 
raden auch die Curve (|) durch m. 
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stellt jeder dieser p—S Pnncte zwei Darchschnittspancte der Knotencurve 
mit der zweiten Polarfläche von o dar. 

Schneidet man die Fläche F durch die OscnlationBebene der Gurre (v) 
in m, so besteht der Schnitt l aus der Geraden t, dreimal genommen nnd 
einer Curve (/o— 3)-ter Ordnung und (v— l)-ter Classe mit M+^ — 5 Spitzen, 
welche mit t \n m eine zweipunctige und in m' eine dreipunctige BerühruDg 
eingeht. Diese Curve hat also 

4[{/>- 3KiO-4)-(/:£-l)-3(v + <?-5)] = e+fl#-3/?+ U 
Doppelpuncte, von denen SSp-^-lb der Knotencurve angehören. Die andern 
Durchschnittspuncte der schneidenden Ebene mit der Curve (^) sind die />-S 
genannten Puncte, jeder dreimal gezählt, und die Puncte m, m' zusammen 
als 9 Pnncte gezählt, nämlich m sechsmal und m' dreimal. Die Ebene ako, 
welche die Curve (v) in m osculiert, hat dort einen sechspunctigen Contact 
mit der Curve ($) und ausserdem mit derselben Curve einen dreipunctigen 
Contact in />— 7 andern Puncten, von denen einer m' ist. 

102. Es sei jetzt m ein Doppelpunct der Cuspidalcurve; t,t' die Tan- 
genten und P, JP die Osculationsebenen der beiden Zweige der Curve. Be- 
zeichnen wir durch t^, ^^ die zu ^, ^ unendlich nahen Generatrizen von F, 
so sieht man unmittelbar , dass m ein vierfacher Punct der Fläche F ist, 
weil er in vier Generatrixen t, t^, t', t*^ liegt. Es ist gleichfalls klar, dass m 
auch für die Knotencurve vierfach ist, weil er den Durchschnittspunct von 
vier Paar nicht unmittelbar folgenden Generatrixen tt'j U'^, t't^y tjt'^ darstellt. 
Die Geraden, welche in m einen fünfpunctigen Contact mit F haben, liegen 
sämmtlich in den Ebenen P, P ; folglich stellen diese Ebenen, zweimal g^ 
zählt, den Berührungskegel von F im vierfachen Puncte dar. Die zweite 
Polarfläche eines beliebigen Punctes o in Bezug auf F hat in m einen Bi- 
planarpunct, und die beiden Tangentialebenen gehen durch die Gerade PF, 
welche zugleich die Tangente der Curve (0 i° diesem Puncte ist. 

Hieraus ergibt sich gerades Wegs, dass in m vier Durchschnittspuncte 
der Curve (v) mit der zweiten Polarfläche vereinigt sind. 

103. Ein stationärer Punct der Curve (v) ist für F dreifach, da jede 
Ger'ade, die durch diesen Punct gezogen ist, in ihm drei aufeinanderfolgende 
Generatrixen schneidet. Der Tangentenkegel von F in diesem Puncte be- 
steht aus der dreimal genommenen Ebene, die in ihm einen vierpnnctigen 
Contact mit der Curve (v) hat, weil diese Ebene der Ort der Geraden ist, 
die in genanntem Puncte mit F einen vierpnnctigen Contact haben; folglich 
geht die zweite Polarfläche von o durch diesen Punct und hat in ihm ge 
nannte Ebene zur Tangentialebene. Also haben wir: 

Die zweite Polarfläche eines beliebigen Poles o in Bezug auf eineDeMr 
loppable, hat mit der Cuspidalcurve in ihren StiUstandspuncten eine vier- 
puncHge Berührung. 

104. Die Puncte der Curve (v), durch welche die zweite Polarfläche 
von geht, sind diejenigen, deren Quadripolarflächen durch o gehen, und 
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• 

diejenigen, deren Quadripolarflächen unbestimmt werden. Die ersten Puncte 

sind diejenigen; in denen die Garve ( i^ ) von den fi Tangentialebenen von F 

osculiert wird, die durch gehen. Die zweiten Puncte dagegen sind für die 

Fläche dreifach oder vierfach (71), das heisst, sie liegen in drei oder vier 

Generatrixen. Unter diesen Puncten sind in der Cuspidalcnrve, ausser den 

ß stationären und den o' Doppelpuncten und ausser den 2<(>-|~^ Berührungs- 

pimcten der d(>ppelten und der stationären Tangenten, auch die ^ Puncte, 

in denen zwei auf einanderfolgende Generatrixen von einer nicht unmittelbar 

folgenden zugleich geschnitten werden. Diese Puncte sind für die Curve iß) 

stationär, aber für die Curve (v) nur einfach; und diese wird in ihnen von 

der zweiten Polarfläche nicht berührt. Also hat man: 

Die zweite Polarßäche eines beliebigen Poles in Bezug auf eine Deve- 
loppahle schneidet die Cuspidakurve in den Puncten, in welchen diese von 
Geraden geschnitten wird, die sie anderswo berühren. 

Auf diese Weise sind die Durchschnittspuncte der zweiten Polarfläche 
von mit der Curve ( v ) dargestellt durch die Gleichung : 

Aus ihr ergibt sich: 

X = j//?— 2 0"+v+2 ^ + 2a» + 2«' + 2/9 ), 

oder auch mit Hilfe der Formeln von Catlet^): 

>l = V (/>+4) - 6 (a>+Ä— 4(öi + ö')~2<?. 

105. Wir haben schon (98) gesehen, dass die zweite Polarfläche von 
die Knotencurve (^) in den Kp^^) Puncten schneidet, wo diese von den 
Berührungsgeneratrixen der fi Tangentialebenen von F, die durch gehen, 
getroffen wird. Dies sind diejenigen Puncte der Curve (^), deren Quadri- 
polarflächen durch gehen. Eine solche Polarfläche besteht aus den zwei 
Ebenen, welche in demselben Puncte die Fläche F berühren und von denen 
eme durch geht. 

Die übrigen Durchschnittspuncte der zweiten Polarfläche von sind 
Puncte, deren Quadripolarfläche unbestimmt ist, das heisst, es sind die drei- 
fachen und vierfachen Puncte von F^ deren Zahlen sind: 

0, ^ip-Q), 2a>, ie»(/?-8), ö', ß, X, T. 

Wir haben schon gesehen, dass jeder der 0, 6 (^—6), 2w, w(p—S) Puncte 
bezüglich für 4, 3, 3, 2 Durchschnittspuncte der Knotencurve mit der zweiten 
Polarfläche von gilt ; jetzt wollen wir zur Betrachtung der anderen Puncte 
übergehen. 

' 106. Es sei m ein Doppelpunct der Cuspidalcurve und man halte die 
Benennungen der Nr. 102 fest. Eine beliebig durch m gelegte Ebene M 
schneidet F in einer Curve / von der Ordnung p und der Classe ßj die in 

J) Das heisst, indem man für fi den gleichgeltenden Ausdruck 3(/o — *')+/^ — ^ 
setzt (97). 
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m einen vierfachen Piinct hat (vier Doppelpuncten und zwei Spitzen gleich, 
geltend); in ihm werden zwei Zweige von der Spur von P und die beiden 
andern von der Spur von P* berührt. Geht die Schnittebene durch die 
Tangente t, so zerfällt der Schnitt l in die Gerade t und eine Curve /' der 
(p l)-ten Ordnung und At-ter Classe, die in m einen dreifachen Punct hat. 
Dort hat ein Zweig t zur Tangente während die beiden andern von der Spur 
von P* berührt werden. Die Ebene schneidet die Linie (^-{-ff) anderswo 
noch in v + ^—3 Puncten, die Spitzen von l' bilden, und da m für zwei 
Doppelpuncte und eine Spitze zu zählen ist, so hat V noch andere 

i [(/o-l)(/>-2)~A*-3(v + 0-2)] > 2 = ^+a,^p+2 

Doppelpuncte, von denen ^— /0 + 2 in der Curve {$) liegen. Von den andern 
p — 2 Durchschnittspuncten dieser Curve mit der Ebene sind 4 im Punete m 
vereinigt und p — Q befinden sich in den andern Durchschnittspuncten von t 
und l'j das heisst t trifft ausser t' noch ^—6 Generatrixen und hat folglich 
in m mit / einen fünfpunctigen Contact. 

Wir setzen jetzt voraus, die schneidende Ebene fiele mit der Tangential- 
ebene P zusammen. Dann ist der Schnitt l aus der zweimal genommenen 
Geraden t und einer Curve l" der (^— 2)-ten Ordnung und (/£— l)-ten Classe 
zusammengesezt, die in m einen dreifachen Punct hat — weil alle durch m 
in der Ebene P gezogene Geraden in ihm mit F eine fUnfpnnctige Berührung 
eingehen — ; in ihm wird ein Zweig von t berührt, und die andern beiden 
von der Geraden PP, Die Curve Z" hat andere v-}-^— 4 Spitzen, sie besitzt 
also ausser den beiden in m vereinigten Doppelpuncten noch 

4 l(p -2)(/o-8) - (A*- 1 )-3(v + (?-3)]-.2 = ^+ ö»-2/o + 6 

andere. Die übrigen 2/o— 6 Durchschnittspuncte von P mit der Curve (0 
werden von den p—Q Puncten, in denen t andere Generatrixen von F akt' 
schneidet, und dem Punete m gebildet; folglich hat die Ebene P mit der 
Curve ($) einen zweipunctigen Contact in jedem der genannten /> - 6 Punete 
und einen sechspunctigen Contact in m. Ein ähnlicher Schluss lässt sich filr 
die Ebene P' machen, und folglich hat die Gerade PP* mit der Curve (^j 
im Punete m sechs vereinigte gemeinschaftliche Punete. i) Diese Gerade ist 
aber auch die Durchschnittsgerade der Tangentialebenen der zweiten Polar- 
fläche von o in dem Biplanarpuncte m; und also haben wir: 



1) Eine beliebig durch die Gerade PP gelegte Ebene schneidet F in eioer 
Curre l von der p-ien Ordnung und der ^i-ten Classe mit vier in m sich kreazen- 
den Zweigen und einer einzigen Tangente PP, mit der sie in diesem Ponete einen 
Sechspunctigen Contact hat. Dieselbe Ebene trifft die Guspidal curve in andern v-2 
und die Enotencurve in andern ^—6 Puncten. Die Curve l hat also in m eine 
Singularität, welche 6 Doppelpuncten und 2 damit vereinigten Spitzen entspricht 
und folglich die Verminderung um 6.24-2.3 = 18 in der Classenzahl und von 
6*6-|~2.S =: 52 in der Zahl der Wendepuncte hervorbringt. 
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Ein Doppelpunct der Cuspidalcurve ist für die Knotencurve vierfach, und 
gilt für zwölf Durchschnittsimncte der letzteren Curve mit der zweiten Polar- 
fläche eines beliebigen Poles in Bezug auf die gegebene Developpable. 

107. Ist m einer der ß Stillstandspuncte der Curve (v), und t die 
entsprechende Tangente, so schneidet die Ebene, welche F längs t berührt 
die Curve (J') in anderen v— 4 Puncten, das heisst;, die Curve (/>— 2)-ter 
Ordnung, welche F und genannter Ebene gemein ist, hat wohl noch 
i/-f^— 3 Spitzen ; wie im Allgemeinen für eine ganz beliebige Tangential- 
ebene, aber eine derselben fällt auf m. Die ebene Curve hat in m die Tan- 
gente tj von der sie noch in p — 5 anderen Puncten geschnitten wird, und 
da sie ausserdem von der (ß—l]-ien Classe ist, so hat sie 

i[(/>-2)(/>-3)-(/*-l)-3(v + ^-3)]=^+w-2/? + 8 
Doppelpuncte , und folglich berührt die Ebene, welche in m einen vier- 
punctigen Contact mit der Curve {v) hat, die Curve (^) in m und in ande- 
ren p~b Puncten der Geraden t. Die nämliche Ebene berührt in m die 
zweite Polarfläche von o, und man hat also: 

Die zweite Polarfläche eines beliebigen Poles in Bezug auf eine Deve- 
loppable berührt die Knotencurve in den Stillstandspuncten der Ctispidalcurve. 

Eine beliebig durch die Cuspidaltangente t der Curve ( v ) gelegte Ebene 

schneidet F in dieser Geraden t und in einer Curve (/? — l)-ter13rdnung und 

/i-ter Classe, für welche m die Vereinigung einer Spitze und eines Doppel- 

punctes darstellt^); es gibt ausserdem noch y-\-0—S andere Spitzen und 

folglich 

i [(io-l ) (i^~2) -/^-3 (y-f 6» - 2)] - 1 = ^ + w - yo + 3 

Doppelpuncte« Die Gerade t trifft nur /o— 5 von ihr selbst verschiedene 
Generatrixen, das heisst, sie schneidet die ebene Curve in /o— 5 Puncten — 
oder hat auch in m mit ihr einen vierpunctigen Contact — und folglich hat 
die Ebene mit der Curve (^) einen zweipunctigen Contact in m. Also 
erhält man: 



1) Eine beliebige Ebene schneidet F in einer Curve l der p-ten Ordnung und 
fiter Classe mit S-\-(o Enotenpuncten und v-\-0 Spitzen, woraus man 

zieht' Gebt die Ebene durch einen der a Berührungspuncte der stationären Ebe- 
nen, so haben wir in ihm eine Spitze, einen Knoten- und einen Wendepunct ver- 
einigt. Die Curve l bat in diesem Puncte zwei Zweige, weil der Punct far F ein 
Doppelpunct ist, mit derselben Tangente, deren Berührung ferner vierpunctig ist, 
da diese Tangente in der Wendeebene liegt. Man hat so in der Curve l eine 
Singularität, welche die Verminderung 3-1-2 in der Classe und 8-f-6-|-l in der Zahl 
der Wendepuncte hervorbringt. 

Geht die schneidende Ebene durch einen der ß stationären Puncte der Curve 
{^)f 80 hat in ihm die Curve l drei Zweige, die von derselben Tangente vierpunctig 
berührt werden. Diese Singularität umfasst zwei mit einem Knotenpunct ver- 
einigte Spitzen. 
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In den stationären Puncten der Cuspidalcurve einer Devdoppablen haben 
die Cuspidal' und Knotencurve dieselben Tangenten, 

108. Es sei jetzt m einer der ^ Puncte der Curve (v), die in zwei 
Tangenten liegen. Es sei t die Tangente in m und t'^ die andre Tangente, 
die auch durch m geht. Der Berührungskegel von F in m — oder auch 
(71) die cubische Polarfläche von m — ist dann aus drei Ebenen zusam- 
mengesetzt, von denen zwei mit der Ebene zusammenfallen, welche F längs 
t berührt, und die dritte ist die Tangentialebene längs f. Die Durchschnitts- 
gerade t" dieser beiden Tangentialebenen ist die Cuspidaltangente der Knoten- 
curve in m. 

Die zweite Polarfläche von o geht durch m und wird dort von einer 
Ebene, die durch t'* geht, berührt, das heisst, von einer Ebene, welche mit 
der Curve $ einen dreipunctigen Contact hat; folglich hat man: 

Die «weite Polarfläche eines beliebigen Poles in Bezug auf eine Deve- 
loppable hat mit der Knotencurve in jedem Ptmcte einen dreipunctigen Contacty 
welcher für diese ein StiUstandspunct und für die Cuspiddlcurve ein einfacher 
Punct ist, 

109. Jeder der dreifachen Puncte von F, in dem drei getrennte Gene- 
ratrixen zusammenlaufen, ist oflenbar für die Curve (f) ebenfalls dreifach 
und ist auch ein Punct der zweiten Polarfläche von o. 

Die Durchschnittspuncte der zweiten Polarfläche von mit der Curve 
(f) werden daher durch folgende Gleichung repräsentiert: 

^(/>-2) = >:i(^-4) + 2 /? + 3 ^ + 3 T + 4 /? + 3^0o-6) -4- 3.2ö*+ 2fiA(/>-8) + 12«'. 
Setzt man hierin für X seinen Werth (104), so entsteht: 

3t = ($— A^— 3v-36» - 2(0) (/?— 2) + Bai +20<?) + 10/? -h I801. 
Mittelst des Princips der Dualität erhält man aus den Zahlen X, r fol- 
gende andere Zahlen: 

3ti = (ly-v- 3/^—3^ - 2fli) (/?— 2) + 8v+20/?) + 10« + 1801, 
wo X^ die Zahl der Ebenen bedeutet, von denen jede die Curve (1^) in 
einem Puncte osculiert und in einem andern berührt, und r^ die Zahl der 
Ebenen, welche die Curve (J') in drei getrennten Puncten berühren. 

110. Existieren auf einem Kegel ^-ter Ordnung zwei Curven, die nicht 
durch den Scheitel gehen und jede Generatrix bezüglich in «y*!, «^2 Punctea 



Oeht die schneidende Ebene durch einen der X stationären Puncte der Onrre 
($), 80 erhalten tvir in ihm drei Zweige der Curve l mit zwei verschiedenen Tan- 
genten, eine Singularität, welche der Vereinigung einer Spitze mit zwei Knoten- 
puncten entspricht. 

Geht die schneidende Ebene durch einen der Berührungspuncte der Gurren 
(y), (^) mit den stationären Geraden, so hat in ihnen die Curve l zwei Zweige, 
die von derselben Tangente vierpunctig berührt werden, und diese Singularität ent- 
spricht zwei mit einem Knotenpunct vereinigten Spitzen. U. s. w., u. a* w. 
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schneiden, so int die Zahl der beiden Carven gemeinschaftlichen Pancte 
gleich ^(^1^2, Diese Behauptung , die an sich klar ist, wenn die beiden 
Curven die Durchschnitte des Kegels mit sswei Flächen beztiglich der «ri-ten» 
<72'ten Ordnung sind, nehmen wir hier für allgemeihgiltig an. 

Dies Yorausgeschickt bemerke man, dass der Ferspectivkegel der Knoten- 
curve (^) vom Scheitel o mit der Developpablen F die Curve ($) gemein 
hat; die zweimal zu zählen ist, und also diese Fläche noch in einer anderen 
Curve c der S(p — 2)-ten Ordnung schneidet, die mit jeder Generatrix des 
Kegels p — 2 Puncto gemein hat. Nimmt man auf jeder Generatrix des Kegels 
die harmonischen Mittelpuncte des (jO— 3)-ten Grades des Systems der (p—2) 
Puncte von c in Bezug auf o als Fol, so ist der Ort dieser harmonischen 
Mittelpuncte — genau wie für die ebenen Curven^) — eine Curve & von 
der ^(/9— 3)-ten Ordnung und hat mit jeder Generatrix des Kegels />— 3 
Puncte gemein. Die beiden Curven c, c' haben ^(p—2){pS) Puncte ge- 
mein, und zwar die folgenden: 

a. Die Berührungspuncte der Curve c mit Tangenten, welche gleich- 
zeitig Generatrixen des Kegels (^) sind. Aber die Tangenten, welche sich 
von ü an ^ ziehen lassen, haben ihre Berührungspuncte auf ß Geraden 
(Generatrixen von F), welche (13) den Kegel (f } in K^—2p+S) Puncten, 
die nicht auf der Curve (^) liegen, treffen. Diese ß{^—2p-\-S) Puncte sind 
folglich ebensoviele Durchschnittspuncte der Curven c, c'. 

b. Die Puncte, in welchen die Curve {^) von den x Doppelgeneratrixen 
des Kegels ($) getroffen wird. Es seien pi, p2 zwei Puncte der Curve (^) 
mit in gerader Linie. Wir betrachten die Doppelgeneratrix opipi des 
Kegels wie zwei verschiedene Generatrixen ü))i, op2- I^ie erste derselben 
trifft zunächst die Curve (S) in pi, schneidet dann F in zwei mit p^ 
zusammenfallenden Puncten und ausserdem noch in anderen p-^ Puncten 
qi, qi, . . .; die zweite dagegen schneidet, nachdem sie die Curve ($) in 
P2 getroffen, die Fläche F in zwei mit pi zusammenfallenden Puncten und 
ausserdem noch in anderen />— 4 Puncten <|i, <|2, .... Die Ebene, welche 
durch und durch die Tangenten der Curve (^) in pi (oder in |)2) gebt 
schneidet die beiden Tangentialebenen von F in p2 (oder in pi) längs zwei 
Geraden, welche in p2 (oder in pi) Tangenten der Curve c sind; die bei- 
den Ebenen, die durch o und bezüglich durch die Tangenten der Curve (^) 
in den Puncten pi, p2 gehen, schneiden die Tangentialebene von F in <| in 
zwei Geraden , welche die Curve c in q berühren. Also sind die Puncte 
^1 ) P2f Hl, (Ja, . . . sämmtlich für c Doppelpuncte. 

Auf der Geraden 0|)i, findet man als Puncte der & die p — 3 harmoni- 
schen Mittelpuncte des Systems ps) pS) ili^ (t2> • • •> und auf o|)2 hat die- 
selbe Curve die ^—3 harmonischen Mittelpuncte des Systems |)i, pif^i, q2» . •» 
folglich enthält die Doppelgeneratrix 0|)ip2 des Kegels 2(p — 3) Puncte von 
c'. Einer davon ist pi, ein andrer p^» Jeder dieser Puncte ist für c ein 



1) Einleitung, No. 68. 
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Doppelpnnct und ein einfacher Punct für & , und vertritt also zwei Durcb- 
schnittspuncte der Cnrven c, &, Die x Sehnen der Curve (^), welche durch 
gehen, geben folglich 4x Durchschnittspuncte der Curven c, &, 

c. Die Puncte, in denen die Cuspidalcurve i^v) und die B stationären 
Generatrixen von F den Kegel (^) treffen. Die Gerade, welche von o nach 
dem Puncte p der Curve ( ^) geht, treffe in m die Linie (y-^^ und ausser- 
dem F in weiteren ^o— 4 Puncten ^i, ^2, .... Da m zwei Durchschnitts- 
puncte von op mit i^ darstellt, so ist m auch einer der harmonischen -Mit- 
telpuncte, deren Ort c' ist. Jede Ebene durch m. trifft in diesem Puncte c 
in zwei zusammenfallenden Puncten, weil m ein gewöhnlicher Punct für den 
Kegel {^) und ein Doppelpunct (Uniplanarpunct) für F ist. Da nun alle 
Geraden, die mit F einen dreipunctigen Contact in m haben, in einer einzigen 
Ebene liegen, so ist die Durchschnittsgerade dieser Ebene mit derjenigen, 
welche den Kegel (f) längs op berührt, die einzige Tangente der Curve c 
in m, und m ist folglich für c eine Spitze. Eine beliebig durch op gezo- 
gene Ebene schneidet den Kegel (^) in anderen ^—1 Generatrixen, deren 
eine 0|)' die Curve c in den Puncten m', m", <|i', t\i* ... trifft. Nähert 
sich op' unendlich der Geraden op, das heisst, wird die Ebene Tangential- 
ebene des Kegels, so nähern sich die Puncte i\\*, q2', ... unendlich den 
Puncten i)i, S{2, ... und die beiden andern m', m" nähern sich unendlich 
dem Puncte m und also auch sich selbst untereinander. Wenn sich aber die 
Puncte m', xa" in einen vereinigen, so fällt auch einer der harmonischen 
Mittelpuncte auf op' mit ihm zusammen, das heisst, die beiden Curven c, c' 
haben in m dieselbe Tangente mm' oder mm". Folglich repräsentiert m drei 
Durchschnittspuncte der Curven c, c'. Die Zahl der zu m analogen Puncte X 
ist gleich der Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte (107) der Curve (^) 
mit der Linie (v+^). Die Curven {^) und (v) haben gemein: 

1. die Berührungspuncte der a stationären Ebenen; 

2. die ß Cuspidalpuncte der Curve (i'); jeder derselben zählt für drei 
Durchschnittspuncte der beiden Curven, weil diese in ihm dieselbe 
Tangente haben (103); 

3. die ^ Cuspidalpuncte der Curve (^); jeder von ihnen zahlt für 
zwei Durchschnittspuncte, weil in ihnen die beiden Curven nicht 
dieselbe Tangente haben; 

4. die Berührungspuncte der stationären Tangenten; jeder derselben 
zählt für drei Durchschnittspuncte, weil in ihnen die beiden Curven 
drei Puncte in gerader Linie gemein haben; 

5. Die 2w Berührungspuncte der Doppeltangenten; jeder derselben 
flählt für zwei Durchschnittspuncte, weil in ihnen die beiden Curven 
(v) und ($) dieselben Tangenten haben; 

6. Die ö' Doppelpuncte der Curve (v), welche, als vierfache Puncte 
der Curve (ß), 2.4.ö' Durchschnittspuncten gleich gelten. 
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Die Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte der Curven (?),(>') ist daher 

Jede der stationären Geraden hat (100) mit der Curve (^) einen 
dreipunctigen Gontact und ausserdem p — 6 gemeinschaftliche Puncte, von 
denen jeder für die Curve ($) stationär ist und folglich zwei wirkliche 
Durchschnittspuncte darstellt. Die Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte 
der Curve (^) mit der stationären Geraden ist also 

und folglich ist die Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte der Curve (f ) 
mit der Linie {y-\-^) gleich 

ve-a-3/?-2>l— 3<?— 4ö»-8«' + 0(^-2p + 9). 

d. Die Puncto, in denen die w Doppelgeneratrixen von F den Kegel 
(^) treffen« Wenn die von o nach einem Puncte p der Curve (f) gezogene 
Gerade die Doppelgeneratrix t in m trifft, so gilt m für zwei Durchschnitts- 
puncte von op mit F und ist daher ein Punct der Curve c', des Ortes der 
harmonischen Mittelpnncte. Femer ist m für die Curve c ein Doppelpunct, 
weil diese in ihm zwei Tangenten besitzt, welche die Durchschnittsgeraden 
der Tangentialebene des Kegels (f) längs op mit den Tangentialebenen von 
F längs t sind. Die Gerade t hat mit der Curve ($) zwei dreipunctige Be- 
rührungen und ausserdem noch p—S gemeinsame Puncte, die für genannte 
Carve Doppelpuncte sind ; folglich ist die Zahl der scheinbaren Durchschnitts- 

. puncte dieser Curve mit den u* Doppelgeneratrixen gleich ö>[^— 2(/o - 8) — 2.3J 
das heisst a^($— 2jO + 10). Jeder dieser Puncte zählt für zwei Durchschnitts- 
puncte der Curven c, c'. 

e. Die Doppelpuncte der Curve (v), welche für die Curve ($) vierfach 
sind. Ist m einer dieser Puncte, so ist om eine vierfache Generatrix des 
Kegels (f). Wir wollen diese Gerade so ansehen, als sei sie durch Ueber- 
einanderlagern von vier verschiedenen Generatrixen erzeugt: in jeder der- 
selben fallen zwei von den />— 6 Puncten der Curve c mit m zusammen, 
folglich ist m auch ein harmonischer Mittelpunct, das heisst ein Punct von 
c'. Der Punct m repräsentiert für die Curve c und auf jeder der vier Ge- 
neratrixen einen Doppelpunct mit zusammenfallenden Tangenten, weil die 
Tangenten die Durchschnittsgeraden der Tangentialebene des Kegels (^) längs 
om mit den Tangentialebenen der Developpablen in m sein würden, und diese 
Geraden zusammenfallen, da diese drei Ebenen durch ein und dieselbe Ge- 
rade gehen. (In der That ist die einzige Tangente der Curve ($) in m ge- 
nau der Durchschnitt der beiden Tangentialebenen von F), Also gilt m für 
3.4 Durchschnittspuncte der Curven c, c'. 

111. Die Durchschnittspuncte der Curven c, c' sind also durch folgende 
Gleichung ausgedrückt: 
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+3^(e— 2^0+9) + 2io{$'-2p + 10) + 12«'. 
Aus der dritten Gleichung der Nr. 97 erhält man aber: 

pip-D-fi-H^+^-^w = 2f, 
also: 

2e(e-2/?+3) = — 2A£(^-4)+4z-3(a+3y9+2>t)-6<?riO~3)-M/?-2)— I2ö'. 

Addiert man diese Gleichung zu der mit 4 multipli eierten ersten Gleichung in 
Nr. 109, und setzt für ß den äquivalenten Ausdruck (97): 

Qp-Sfi+da—20, 
so erhält man: 

f($— 1)— 2z— 2ö>(iO— 8)— Sil— 3^(/?-6)— 6t— 18ö' = ;o(/i—3)— 3«. 

112. Daraus ergibt sich sogleich die Classe der Curve (f). Diese Curve 
hat X scheinbare Doppelpuncte, u>{p—S) wirkliche Doppelpuncte, ^ + ^(/o— 6) 
stationäre Puncte, r dreifache und o' vierfache Puncte, von denen jeder sechs 
Doppelpuncten und zwei Spitzen gleich gilt (106, Anmerhung). Ausserdem 
hat die Curve ($) noch weitere j^' Doppelpuncte entsprechend den Ebenen, 
welche F längs zwei verschiedener Generatrixen berühren. 

Betrachten wir nähmlich eine solche Ebene , welche die Curve (v) in zwei 
Pnncten tif; m' osculiert und JTlängs der beiden Geraden nm, nm' berührt. Diese 
Ebene schneidet F längs einer Curve l der (/>— 4)-ten Ordnung und (ß — 2)-ter 
Classe, mit v-|-^ — 6 Spitzen also im Besitz von 

i[iö-4)0o-5)-(A£-2)-3(v+^-6)] = ^+o,-Mp^b) 

Doppelpuncten. Der Punct n ist für den vollständigen Schnitt vierfach und 
stellt also vier Durchschnittspuncte der Ebene tnm'it mit der Knotencurve 
dar, und folglich fallen die übrigen 4(/>— 6) Durchschnittspuncte zu zwei und 
zwei auf die Durchschnittspuncte von l mit der Geraden mn, m'n'y das heisst, 
jede von diesen Geraden berührt l in einem Puncte (m oder m') und schneidet 
sie noch in andern /o— 6 Puncten. Die Ebene mm'n hat also mit der Kno- 
tencurve in n eine vierpunctige Berührung und noch 2(p — 6) andere zwei- 
punctige Contacte, und jede der Geraden Jim, tim' trifft nicht mehr als />— 6 
andere Generatrixen. Schneiden wir also die Curve ($) durch eine Ebene, 
die durch nm geht oder auch durch nm', so gilt n immer für zwei zusammen- 
fallende Durchschnittspuncte ; das heisst n ist ein Doppelpunct für die Curve 
(^). Man sieht nun leicht, dass die beiden Tangenten dieser Curve in n in 
der Ebene mm'n enthalten sind und mit den beiden Generatrixen nm, nm' 
ein harmonisches Büschel bilden ^). 



1) Die correlative Eigenschaft ist: Wenn die Curve (v) einen Doppelpunct in 
hat, so berührt die Ebene der beiden Tangenten die doppeltberührende DeveloppiJile 
(die von der Classe rj ist) längs zwei Geraden, welche dnrch m gehen, und den 
beiden Tangenten der Cuspidalcurve harmonisch conjugiert sind. Dies^ beiden Ge- 
raden sind die Spuren der Ebenen, welche in m mit der Knotencurve einen sieben- 
punctigen Contaet haben. 
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Dies vorauBgesetzt, ist mit Rücksicht auf die letzte Gleichung der Nr. 111 
die Classe der Knotencurve, das heisst die Ordnung der Developpablen, welche 
von ihren Tangenten erzeugt wird, gleich 

Gemäss dem Dnalitätsprincip ist dann die Ordnung der doppeltberührenden 
Deyeloppablen der Curve (j') gleich 



CAPITEL V. 

PROJECTIVISCHE FLÄCHENBÜSCHEL. 

113. Es sind zwei projectivische Flächenbüschel bezüglich v^-ter und 
»'2-ter Ordnung gegeben; was ist der Ort der Durchschnittscurve vivo-ter 
Ordnung zweier entsprechender Flächen? 

Ist X ein beliebiger Funct einer Geraden ty so geht durch x eine Fläche 
des ersten Büschels. Die entsprechende Fläche des zweiten Büschels schnei- 
tet t in V2 Puncten jr'. Umgekehrt geht durch einen Punct x* eine Fläche 
des zweiten Büschels, und die entsprechende Fläche des ersten Büschels 
schneidet t in vi Puncten jr. Wir haben daher auf t zwei Reihen von 
Puncten x, X' mit der Beziehung (vi, V2) und die Zahl der zusammenfallen- 
den Puncto ist daher vi -|- V2. Der gesuchte Ort ist also eine Fläche 
vi 4" p^yter Ordnung, 

Oder auch: Eine beliebige Ebene schneidet die gegebenen Flächen in 
Carven, die zwei projectivische Büschel bUden. Nun ist der Ort der Durch- 
Bchnittspuncte entsprechender Curven eine Curve (vi -\- v2)-ter Ordnung^), 
also wird der gesuchte Ort von jeder beliebigen Ebene in einer Curve 
(vi + v3)-ter Ordnung geschnitten. 

Diese Fläche geht durch die Curven vi2-ter, vj^-ter Ordnung, welche 
die Basen der beiden Büschel bilden, weil jeder Punct dieser Curven in 
allen Flächen des einen Büschels und in einer Fläche des andern liegt. 

Sei ein Punct der Corve (vi^), S% diejenige Fläche des zweiten Bü- 
schels, die durch geht, Si die entsprechende Fläche des ersten Büschels 
und P die Ebene , welche Si in berührt. Dann schneidet P die- Si in 
einer Curve, welche iu einen Doppelpunct hat, und S2 in einer Curve, die 



1) Gbabshakh, Die höhere Prqjectivität in der Ebene, (Grelles Journal, 
Bd. 42; 1861. S. 202). — JSinUüung, No. 50. 
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durch geht. Folglich^) ist o auch für die Curve (vi + »'2), der Durch- 
schnittscurve der Fläche (vi + vg ) mit der Ebene P, ein Doppelpunct, das 
heisst, diese Fläche wird in von der Ebene P berührt. 

114. Auf einer Flache S der (vj -|~ J'«)-ten Ordnung denken wir uns 
eine Curve ci der vj 2. t^n Ordnung gezogen, welche die Basis eines Flächen* 
büschels vi-ter Ordnung bildet, und nehnaen zunächst an, es sei i^i^^^s- 
Es seien Si, Si* zwei Flächen dieses Büschels. Da die Flächen jSi, S die 
Curve ci gemein haben, die auf einer Fläche aS'i' der vi-ten Ordnung liegt, 
so schneiden sie sich ausserdem noch in einer Curve viV2-ter Ordnung, die 
auf einer Fläche S2 der V2-ten Ordnung liegt 2), die nur eine sein kann, 
weil zwei Flächen ^2 -ter Ordnung keine Curve gemein haben können, deren 
Ordnungszahl V1V2 > »'2^ ist. Ebenso schneiden sich die Flächen tSi', S, 
da sie beide durch die Curve ci gehen, die auf einer Fläche Si der vj-tcn 
Ordnung liegt, ausserdem längs einer Curve der viV2-ten Ordnung, die auf 
einer völlig bestimmten Fläche S2' der V2-ten Ordnung liegt. Die Puncte, 
in denen die gemeinschaftliche Curve C2 der Flächen 82^ aSsj' die Flächen 
aSi, Si* trifft, gehören bezüglich zu den Curven S1S2, aS'i'aS'2'; das heisst, 
sie liegen sämmtlich auf der Fläche S. Ihre Zahl 2viV2^ übersteigt aber 
die Zahl (J'i + ^^2)^2^ der Durchschnittspuncte einer Curve V22-ter Ordnung 
mit einer Fläche der (vi+ v2)-ten Ordnung, und es liegt daher die Curve 
>S'2aS2' vollständig auf S und bildet dort die Basis eines Büschels V2-ter 
Ordnung. Wir haben somit auf S zwei Curven ci, C2, welche die Basiscur- 
ven zweier Büschel (aSi, aSi', . . . ), (a52, &', • • . ) der vi-ten und V2-ten 
Ordnung bilden. Jede Fläche des ersten Büschels schneidet S längs einer 
Curve der viV2-ten Ordnung, durch welche eine ganz bestimmte Fläche des 
zweiten Büschels geht, und umgekehrt, die zweite Fläche individualisiert die 
erste. Die beiden Büschel sind daher projectivisch und der Ort der Durch- 
schnittscurven entsprechender Flächen ist S. 

Es sei zweitens »'i < V2. Eine beliebige Fläche aS'i der Ordnung >'i 
welche durch die Curve ci geht, schneidet S längs einer andern Curve 
der viV2-ten Ordnung, durch welche (20, Anmerkung) eine unbegrenzte Zahl 
von Flächen V2-ter Ordnung geht. Es sei aS2 eine derselben, welche dadurch 
bestimmt ist, dass auf der Fläche S ausserhalb der Curve ci noch 
tt(v2 — vi)-(-l beliebige Puncte fixiert sind. Dann schneidet S2 die S in einer 
andern Curve C2 der v22-ten Ordnung, welche die Basis eines Büschels 
V2-ter Ordnung bildet^). Eine andere Fläche Si der vj-ten Ordnung, die 
auch durch ci geht, schneidet S in einer andern Curve der viV2-ten Ord- 



1) Einleitung, No. 51, b. 

2) Diese Behauptung ist eine unmittelbare Folge der analogen Eigenschaft, 
welche (Einleitung^ 44) für die Curven besteht, die bei Durchschneiden der Flä- 
chen in Rede durch eine Ebene entstehen. 

3) Man sehe die Bemerkung der letzten Note. 
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nnng, welche i'iw 2^ Puncto mit cq gemein hat, nämlich die Pancte, in denen 
cjYon 81 getroffen wird; folglich enthält die Fläche S2' der 1^2 -ten Ordnung, 
die durch 03 und einen neuen beliebig auf der letzten Curve vii;2'ter Ord- 
nung angenommenen Punct geht, diese letztere Curve vollständig. Auf diese 
Weise haben wir wie im ersten Falle auf S zwei Curven ci, C2, w^che die 
Basiscurven zweier projectivischer Büschel bilden, deren entsprechende Flä- 
chen sich in Curven schneiden, die sämmtlich auf S liegen^). 

115. Es seien wieder zwei projectivische Flächenbüschel gegeben, das 
erste von der Ordnung v', das zweite von der Ordnung v— v"<:v'.. In 
ihnen mögen die Flächen Su* , Su" + S^'^y** des ersten Büschels — 
Äv^'+iSi/'— v" ist hierbei der Complex der beiden Flächen Su", /Sv'— y" 
— respective den Flächen Äy^v", Sp^y' + aS^;'— v" des zweiten Büschels 
entsprechen. Als Ort der gemeinschaftlichen Durchschnittscurven der ent- 
sprechenden Flächen erhält man dann den Complex der Fläche Sy'^y" und 
einer zweiten Fläche Sy der v-ten Ordnung und kann damit das vorher- 
gehende Theorem auf folgende Weise darstellen: 

Man habe die drei Flächen Sy^ Sy'^ Sy"^ deren erste durch die Durch- 
schnittscurve v'y".ter Ordnung der beiden andern Flächen geht, und es sei 

V ^ v', V < v' + y'* und V ^ y". Die Fläche Sy* schneidet Sy längs einer 
anderen Curve der v'(v— v")-ten Ordnung, die auf einer Fläche Sy^y** liegt, 
welche vollständig und eindeutig bestimmt ist, weil v^y*'<cv' ist. Eenso 
haben aS^;" und Sy eine andere Curve der v"(v — v')-ten Ordnung gemein, die 
auf einer Fläche Sy^t,' liegt, die gleichfalls eindeutig bestimmt ist, da 
V— v'<:v" ist. Nun schneiden sich Sy^i,' und tSy—y" längs einer Curve, 
die auf Sy liegt gemäss dem allgemeinen Theorem (114). Auf diese Weise 
sind also, wenn Sy^ Sy'^ Sy," gegeben sind, die Flächen /Sy—y', Sy^y" voll- 
ständig und nur auf eine Weise individualisiert, und Su gehört zu demselben 
Büschel, zu welchem die zusammengesetzten Flächen Sy^^Sy—y'^Sy'^-\-Sy^y" 
gehören. Sind also jetzt nur die Flächen S^^», S^,u gegeben, so kann Sy, da 

^v— v'> '^y y" gönau 

tt(v-v') -f tt(v-v") 

Bedingungen genügen können, und man, um eine Fläche eines Büschels fest- 
zulegen, einer neuen Bedingung genügen muss, 

tt(v-v') + tt(v-v") + 1 
Bedingungen erfüllen. Man hat daher den Satz: 

Soll Sy durch die Curve Sy'Sy" hindurchgehen, so gut das gleich, als 

sollte sie durch 

tt(v) - tt(v-y') - tt(v-v") - 1 

heUebig gegd>ene Puncte gehen, 
Oder auch: 



1) Chasles, Deux theorkmes g^niraux sur les courbes et les surfaces giomd- 
triques de tous les ordres, (Compte rendu du 2$ d^cembre 1857). 
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Jede Fläche v-ter Ordnung, welche durch 

beliebige Puncte der Durchachnütacurve zweier Flächen v'-ter und )f**'ter Ord- 
nung (v < v' + v") geht, enthält diese Curve vollständig. 
Eine Fläche v-ter Ordnung, die durch 

tt(v) - tt(v~v') - tt(v-v") - 2 

beliebige Puncte der Curve (v' v") geht, schneidet sie noch in 

yy'y" - tt(v) + tt(v-v') + tt(v-v") + 2 

weiteren Pnncten, die durch die ersten mit bestimmt sein müssen, da sie 
nicht beliebig sein können, ohne dass die Fläche die Curve vollständig ent- 
hielte. Alle Flächen also, welche durch die ersten Puncte gehen, enthalten 
auch die anderen. Man hat daher den Satz: 

Die vv'v*' Durchechnittspuncte dreier Flächen von den respectiven Ordnun- 
gen V, v', v" sind durch 

tt(v) - tt(v-vO - tt(v-v") - 2 
von ihnen bestimmt, vorausgesetzt, dass die grösste der Zahlen v, v', v" kleiner 
ist als die Summe der beiden andern. 

116. Es sei jetzt die zusammengesetzte Fläche Si,'\' S^,* ^ ^n mittelst 
zwei projectivischer Flächenbüscbel erzeugt, in denen den Flächen /S^,'^ 

*S'^"+a5v'~v" ^®® ei'sten Büschels die Flächen Sy, j," S^, it'-j'iSy,'^^!' des 

zweiten der Beihe nach entsprechen, aber es sei jetzt v^J^' + J^"! J'' >^"- 

Es seien die Flächen S^ S^t aS^" gegeben. Die Fläche Sy,i schneidet 
S^, in einer Curve der v'(v — v")-ten Ordnung durch welche zusammen mit 
Il(v— v'— v") + l weiteren Puncten, die wir auf aS^ nehmen, eine Fläche 
Sj,^yn der (V— v")-ten Ordnung geht (114). Ebenso schneidet S^,** die 
Sy in einer Curve v"{u^v')'ter Ordnung, durch welche im Verein mit den 
obigen weiteren Puncten eine Fläche aS'j;_,;' der (v — v')-ten Ordnung geht. 

Die beidep Flächen S^ y» S^, ^^n schneiden sich auf tS^, welche folglich 

zusammen mit Sy,*'\-Sy_^^,t und S^^n-^-S^, ],ti demselben Büschel angehört. 

Sind ausser der Curve aS'^'aSv" auch die weiteren Puncte im Räume ge- 
geben, aber Sy nicht gegeben, so kann die Fläche S^^yi, die durch diese 
Puncte gehen muss, noch andern 

jj(v-v')— lj(v-v'-v")-l 
Bedingungen genügen, und ebenso S^^^u noch andern 

lj(v-v")-tt(v-v'-v")-l 
Bedingungen. Also kann Sy auch 

Bedingungen Genüge leisten. Es folgt also, dass für S^ die Bedingung, 
durch die Curve SytS^ti und die weiteren Puncte zu gehen, so viel gilt als 

tt(»')-tX(v~v')-tt(v-v") -f 2 tt(v^v'-v")+ 1 
Bedingungen. Das Enthalten der Curve S^iSyi* entspricht folglich 



vv'v' 
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Bedingungen. 

Oehi oho unier der jädgen VorauaseUntng eine Fläche v-ter Ordnung 
durch 

hdUbige Puneie der DurehsehnUtecurve sweier Flächen ^*^ter, u"'ter Ordnung, 
eo enihäÜ eU dkaelhe voOständig, 

and man hat folglich den SaU: 

Jede FTäthe V'ter Ordnung, welche durch 

beliebige Punele der Ourve (v'v") geht, trifft dieselbe noch in andern 

Jhmcteny die durch die treten mit beetimmt sind, 

Oder aach: 

Die tfv'if" Durchschnittsponcte dreier Flächen bezüglich von den Ord- 
nungen v,v',v" sind durch ^ — r— 5 ^^— ' — 1 von ihnen vollständig be- 

stimmt, vorausgesetzt, dass die grösste der Zahlen v, v',v'' nicht kleiner ist 
als die Summe der beiden andern ^). 

117. Gegeben zwei Flächen v^-ter und ^2'^^^ Ordnung. Was ist der 
Ort eines Functes x, dessen Polarebenen in Bezug auf jene Flächen sich auf 
einer gegebenen Geraden r schneiden? 

Gehen durch einen Punct i von r die Polarebenen von Xj so schneiden 
sich umgekehrt die ersten Polarflächen von i in jt (62). Lässt man i sich auf 
r bewegen, so bilden' die ersten Polarflächen zwei projectivische Büschel (86) 
bezüglich von der (v^ — l)-ten, (v, — l)-ten Ordnung und diese eri^ugen (113) 
eine Fläche der (»'j + v^— . 2)-ten Ordnung, welche der gesuchte Ort ist. 

Jeder gemeinschaftliche Punct dieser Fläche und der Duchschnittscurve 
der beiden gegebenen Flächen hat zu Polarebenen die Tangentialebenen der 
beiden Flächen in diesem Puncte und folglich ist die Durchschnittsgerade 
dieser beiden Ebenen die Tangente der Curve (^i^^ im nämlichen Puncte. 
Diese Durchschnittsgerade trifft aber die Gerade r, und es ^bt also so viele 
Durchschnittspuncte der Fläche (v^ -f- v^ — 2)-ter Ordnung mit der Curve^ (^1^2) 
als es Tangenten von ((^j^,) gibt, die von r getroffen werden. Nehmen wir 
jetzt an, die Curve (^i^^j) hätte ^ Doppelpuncte und <r Spitzen, das heisst, 
die beiden gegebenen Flächen hätten in ^ Puncten eine einfache und in a Puncten 
eine stationäre Berührung, so gehören diese Puncte offenbar auch der Fläche 



1) Jaoobi, a. a. O. 
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(Vj-l-v^ — 2) an^ and die Zahl der überbleibenden Dnrchschnittspancte ist 

Man hat also: 

Die Taugenten der Durchschnütecurve zweier Flächen v^-ter, v^-ter Ord- 
nung, die d einfache und <f stationäre Berührungen haben, bilden eine Deve- 
loppable von der Ordnung 

Auf diese Weise kennen wir von der Curve (^j^'g) ^*^ Ordnung v =:v^ v^, 
die Ordnung der oscnlierenden Developpablen /» = VjV2(Vj-j-v.^— 2)— 2<J— 3<r 
und die Zahl der stationären Puncto ß=:a. Die Formeln von Cayley (12, 
79) geben nun die übrigen Charakteristiken: 
2« = v^yj(vj- «(Vj-l), 

a == 2VjV2(3Vj + 3Vjj-.10)-3(4^+ 5ir), 

2r = ^^(^ + *'2-3) {9^i^2(\ + »'2-3)-6(6^+ 8^)-22} 

+5v^Vj+(6cr+8^) (6^+ 8^+7), 

2f= VjVj(Vj+y,-2) {VjVj(v^ + v^-2)-2(2<y+3^)-4} 

+ (2<y+3<r)2+8(y+lU, 

2^= ^iV''i+.»'2-2) {»'jV2(»'i + J'2-2)-2(2^+3^)-10} 

+ 8 V jV^ + (5(J + 3<r)2 + 20<y+ 27«r. 

Hierin ist a die Zahl der scheinbaren Doppelpuncte der Curve^ die Zahl 
der wirklichen Doppelpuncte, welche ^ ist, nicht eingerechnet. 

Das Geschlecht der Curve ist 

und ist gleich Null, wenn die Curve ihre grösste Zaiil von Doppelpuncten 
hat. Folglich entsteht der Satz: 

Die grösste Zahl der Functe, in denen zwei Flächen ^^-ter, y^'^er Ord- 
nung sich berühren können, ist 



1) Die Zahl der ftberbleibenden Durchschnittspuncte sei 

Vi V2 (vi + Va— 2)— $^-iy<r, 
WO $ und 17 noch su bestimmende Coef&cienten sind. Zu diesem Zwecke setze 
man vi=:v, v%=z\, dann Wird die Fl&ohe (V|-|-vt — 2) die erste Polarflache des 
Panctes ir, in dem r eine Ebene P trifft, in Besag auf eine gegebene FlAche Fy, 
Die Tangenten der Curre PF^ welche durch r getroffen werden, sind diejenigen^ 
welche durch gehen, also muss die Zahl 

^x y% (vi + va— 2)— f ^— iy<r 
die Classe der Car?e PFy ausdrücken. Diese ist aber gleich v(v— 1)~2<^— 3^ oncl 
folglich ist f s= 2 und 17 == 3. 
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118. Die Zahl & der Geraden, die duroh einen festen Punct o gehen, 
und jede die Durchschnittscarve zweier Flächen Fy , F^ in zwei Puncten 
treffen, kann man auch direct, wie folgt, bestimmen. 

Wie es. schon anderswo (77 — 79) gezeigt ist, bilde man f&r jede der 
beiden gegebenen Flächen die Reihe der perspectivischen Flächen F*],^ , F'y^ 
und die Reihe der abgeleiteten Flächen i^, _i, ^y,.i entsprechend den yer- 
schiedenen Werthen eines gewissen Doppelverhältnisses und zwar nnter Be- 
nutzung des Poles o und einer willkürlichen Ebene P. Die so bestinmiten vier 
Reihen von Flächen sind projectivisch, wenn man nur als entsprechende Ele- 
mente diejenigen Flächen annimmt, die ein und demselben Werthe des Doppel- 
Verhältnisses entsprechen. 

Die Ordnung und der Index der Reihen, die durch die Flächen F'v , 
F'y gebildet werden, sind v^, v^, und also ist i) der Ort der gemeinschaftlichen 
Cnrve zweier Entsprechender Flächen dieser Reihen von der 2i'jV2-ten Ord- 
nung. In diesem Orte ist ferner die Ebene P v^v^-mal enthalten. Denn die 
v^ Flächen der ersten Reihe und die v^ Flächen der zweiten Reihe, welche 
durch einen beliebigen Punct p von P gehen, fallen mit der Ebene P zu- 
sammen, weil alle Flächen jeder Reihe durch ein und dieselbe Gurte, 
die in der Ebene P liegt, gehen. Der Punct p gehört daher v^ Flächen der 
ersten und v^ Flächen der zweiten Reihe an, und jede beliebige der letzten 
kann als jeder beliebigen der ersten entsprechend angenommen werden ; also 
ist auch p ein (v^v^).facher Punct für den durch diese beiden Reihen er- 
zeugten Ort. 

Dieser Ort ist, von der Ebene P abgesehen, aus einer Fläche v^y^-ter 
Ordnung gebildet, die nichts Anderes ist, als der Kegel JT, dessen Scheitel 
in liegt, und dessen Directrix die Curve (^j^^) ist, welche beiden Flächen 
gemein ist; denn dieser Kegel geht durch die gemeinsame Curve irgend 
zwei entsprechender Flächen Fy^j F^^, 

In ähnlicher Weise erzeugen die beiden Reihen der ^^ .^^ §^ .i eine 
Fläche 8 von der Ordnung (^^—1) (v^— 1). Nun gehört jeder den Flächen 
Ftf^ und ^Vf— 1 gemeinschaftliche Punct auch der entsprechenden Fläche F'^^ 
an, und ebenso jeder den Flächen Fy^ und ^y _^ gemeinschaftliche Punct auch 
der entsprechenden F'y^, und so muss also jeder Punct a', der auf dem Orte 8 
liegt — und daher in zwei entsprechenden Flächen ^y^^l , ^y -i — und in 
der Curve F'v^i^yj» ^^^ ^^ ^^^^ entsprechenden Flächen F'y^j F*y^, liegen* 
Der Strahl Oa' enthält folglich ausserdem noch einen Punct a, der Fy^ und 
Fy^ gemein ist, das heisst, dieser Strahl trifit die Curve Fy^F^,^ in zwei ge- 
trennten Puncten. Ich sage getrennt, weil zwei homologe Puncte der Flächen 
Fy^F^ nur zusammenfallen, wenn sie in der ersten Polarfläche von o in 
Bezug auf F^ liegen; die beiden Puncte a, a' fallen daher nur dann zu- 
sammen, wenn Fy^^ F^,^ mit ihrer ersten Polarfläche einen gemeinsamen Punct 



1) ßifUeUung, Nr. 83. 
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haben, oder auch — wegen der Willkfirlichkeit des Poles — wenn F^y^ nnd 
Fy^ einen vielfachen Punct gemein haben. 

Halten wir also fest, dass ein ganz beliebig gegebener Pnnct ist, nnd 
das Fui, Fy^ keine gemeinschaftlichen vielfachen Poncte besitzen, wenn sie 
auch Beriihrungspnncte haben, so sind die i^i^^ (v^— 1) (v^— 1) Dorchschnitts- 
poncte von S mit der Corve Fy^Fy^ zu zwei und zwei mit dem Pole b 
gerader Linie, das heisst, durch gehen 

Sehnen der Curve Fy^Fy^ 

119. Wenn die Flächen Fy^yFy^ einen gemeinschaftlichen Pnnct a haben, 
der bezüglich ;r^-fach, ^r^-fach ist, so ist im Allgemeinen a für die gemein- 
schaftliche Durchschnittscurve beider Flächen Tr^^r^^fach. Da nun der Strahl 
oa die Fläche jPyj anderswo nur noch in v^ — tt^ und Fy^ nur noch in ^'j— ^j 
Puncten trifft, so werden in a • 

Flächen ^^~^i mit der ersten Polarfläche von in Bezug auf Fy^ zusammen- 
fallen und ebenso 

Flächen ^ _i mit der ersten Polarfläche von in Bezug auf Fy^, 

Eine beliebige von diesen ?r^ — 1 Flächen 9y^-.i kann man als corres- 
dondierende Fläche für jede beliebige der n^ — 1 Flächen ^^,—1 ansehen, und 
folglich ist a für S ein (tt^ — IX^^'"^)'^''^^^^ Punct und stellt in Folge 
dessen 7:1^2^^!'' ^^^^2"^^ Durchschnittspuncte von S und der Curve Fy^^F^,^ 
dar. Die Zahl der Sehnen dieser Curve, welche durch gehen ist also 

H = 1 j^^3(>'j-l)(»'2-l)-«l«3(«l-l)(«8-l){ 

Unter derselben Voraussetzung, wie wir sie oben gemacht haben, ist der 
Punct a für alle ersten Polarflächen in Bezug auf Fy^, Fy^ bezüglich (^^-l)- 
(ach und (tt^— l)-fach (92) und ist also für die Fläche (v^ + v^— 2)-ter Ord- 
nung, den Ort der Puncte, deren Pularebene für die gegebenen Flächen 
sich auf einer festen Geraden schneiden (107), ein (^r^+^f — 2)-facher Pnnct 
Die Tangenten der Curve Fy^ Fy^ bilden also in diesem Falle eine Develop' 
pable von der Ordnung 

120. Wir setzen jetzt voraus, dass die beiden Flächen (v^) , (v^ sich in 
zwei Curven schneiden, deren Ordnungszahlen ^, ^' (^-[-^'=:y^Vy), uod 
deren Classen p, p' sind. Wir bezeichnen durch &,^; a'^d' die Zahl ihrer 
scheinbaren und wirklichen Doppelpuncte; durch 0", «r' die Zahl ihrer 
stationären Puncte , und durch x die Zahl ihrer scheinbaren Durchschnitts- 
puncte, das heisst die Zahl der Geraden, die man durch einen beliebigen 
Punct des Raumes so ziehen kann, dass sie beide Curven schneiden. Nun 
haben wir (117, 12): 
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^' =: ^' {^'-1)— 2(«' + d')-^^ 

und hieraus 

Wir bemerken femer, dass die Fläche der (»'j + ^'j — 2)-ten Ordnung, der 
Ort der Pnncte, deren Polarebenen in Bezug auf die beiden gegebenen 
Flächen sich auf einer gegebenen Geraden r treffen (117), die Curve (^) 
nicht nur in den Puncten schneidet, in denen dieselbe von Geraden berührt 
wird, die durch r geschnitten werden, sondern auch in den Puncten, in denen 
die Curve (^) von der Curve (^') geschnitten wird , da jeder solcher Punct 
ein Berührungspunct beider Flächen ist. Wenn also t die Zahl der wirk- 
lichen Durchschnittspuncte der beiden Curven (^), (^') ist, so haben wir : 

(^1 + Vj-2) f» = />+<+ 2cr+3<r, 
und analog 

Folglich auch 

(Vi + v,-2Xs^-^') = (/^-/»') + 2(^-(^)+3(tf-ir') 

Aus dieser Gleichung und einer vorhergehenden erhält man nun: 

(f^-f^>,-lX^3-l) = 2(«-«') 
und hieraus 

>(»'i-lX»'2-l) = 2«+x, 
S^'(Vi-lX»'3-l) = 2«'+x. 

Mittelst dieser Gleichungen erhält man &' und x, wenn b gegeben ist, 
und, wenn p bekannt ist, p' und e, wo man entweder die Zahlen d, a, d',<r't 
gleich Null setzen muss oder als bekannt betrachten. Eins der gefundenen 
Resultate lässt sich folgendermassen aussprechen: 

Schneiden, tick zwei Flächen Uj^-ter und ^^'^ Ordnung auf einer Curve 
fter Ordnung, deren Tangenten eine Develappable p-ter Ordnung bilden , so 
haben die gegebenen Flächen noch eine andre Curve von der Ordnung ^' =v, ^^^^ 
gemein, wdcke die erste in 

i = (v^ + v^^2)^-'P 

Puncten schneidet, und die BUckkehrcurve einer Deueloppablen von der Ordnung 

121. Wir wollen voraussetzen, durch die Curve (^) ginge eine dritte 
Flache (v^). Diese trifft die Curve {^') nicht blos in den obengenannten 
( Puncten, sondern noch in andern 

Vjj?'— « = VjVj Vj— ^( Vj + Vjj + V3~2) + p 

PoneteDi die nicht auf der Curve ^ liegen; folglich hat man den Satz: 



{ 



1) Salmoh, Qe&melry of three dmenrions, p. 274. 
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Wenn drei Flächen v^-ter, ^^-ter^ v^^ter Ordnung eine Curve ^-ter Ordnung 
gemdn hohen, deren Tangenten eine Devdoppable p-ter Ordnung baden, so 
achneiden de eich in 

JPuncten, die nicht auf dieser Curve liegen ^). 

Haben die beiden Flächen (v^), (v^) einen gemeinschaftlichen Panct a, 
der für die Flächen bezüglich ^r^-fach, Tr^-fach ist und ^-fach, ^-fach für 
die Curven (f>), (f>')> so dass also (ff -{-ip' = 7:^7:^ ist, so erhalten wir an Stelle 
der obigen Gleichungen (120) folgende anderen: 

P = f>(f'-l)-2(« + ^)-3^.-^^-.l), 

^'(Vj-l)(v2-l)~0'(^l-l)(^2-l) = 2«' +*> 
Es hat keine Schwierigkeit die analogen Gleichungen für den Fall auf- 
zustellen, dass die beiden Flächen sich längs drei getrennter Curven schneiden ; 
u. 8. w. 

122. Es seien drei projectivische FlächenbtUchel v^-ter, ^2'^^^» V^^^ 
Ordnung gegeben. Die beiden ersten Büschel erzeugen in der Art wie es 
oben (113) gezeigt ist, eine Fläche (»'i + >'3)-ter Ordnung, und in ähnlicher 
Weise erzeugen das erste und dritte Büschel eine andere Flache (Vj+Vj)-ter 
Ordnung. Beide Flächen gehen durch die Curve Vj*-ter Ordnung, welche die 
Basis des ersten Büschels bildet, sie schneiden sich also ausserdem in einer 
Curve der Ordnung (*'i+*'2)(vj+Vj)— v^«^ und man hat folglich den Satz: 

Der Ort der Puncte, in denen eich zwei entsprechende Flächen dreier pro- 
jectivischer Büschel bezüglich von den Ordnungen v^, v^, v^ schneiden, ist eine 
Raumcurve von der {y^v^'\'if^v^'-\-v^v^-ten Ordnung. 

Diese Curve liegt auf den drei Flächen (y^-\-)f^'iQT,{v^'\-v>^-t&[,(v^'\rv^'\ßc 
Ordnung, die durch die drei Büschel zu zwei und zwei genommen entstehen. 
Sie hat ausserdem offenbar die Eigenschaft durch die ^i^(^2~^^s) ^^^^^^ ^° 
gehen, in der die Basis des ersten Büschels die von den beiden andern er- 
zeugte Fläche schneidet ; u. s. w. 

123. Es sind gegeben ein Flächenbüschel v-ter Ordnung und auf einer 
gegebenen Ebene P drei Puncte a, b, c nicht in gerader Linie. Ist m ein 



1) Man könnte die allgemeine Frage behandeln: In wieviel Ponoten sdineiden 
sich drei Flächen (vi), (vj), {vz)t welche eine Curve {% p) gemein haben | die ftr 
die drei Flächen der Beihe nach ^i-fach« ^-facbi ^8->&ch ist? 
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gemeinschaftlicher Funct der ersten Polarflächen von a, b, t in Bezug auf 
irgend eine Fläche des Büschels ; so ist m ein Pol der Kbene F in Bezug 
auf diese Fläche (87). Nun bilden die ersten Polarflächen der Puncte a, 
b, c in Bezug auf die Flächen des Büschels drei neue projectivische Büschel 
(74) von der Ordnung v— i, und der Ort eines Pnnctes m, durch den drei 
entspsrechende Flächen dieser drei Büschel gehen ist (122) eine Raumcurve 
der d(v~l)*-ten Ordnung. Also gilt der Satz: 

Dm' Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf die Flächen eines BüscheU 
y-ter Ordnung ist eine Eaumcurve der S{u — l)^'ten Ordnung. 

Diese Cnrve geht offenbar durch die Puncto ^ in denen die gegebene 
Ebene Flächen des gegebenen Büschels berührt (4). 

124. Man hat vier projectivische Flächenbttschel von den respectiven 
Ordnungszahlen v^, v^ v^, y^. Die drei ersten Büschel erzengen (122) eine 
Curve der (Vs'^'Vi'^^i*'«)'*®^ Ordnung, während das erste und vierte 
Bäschel einer Fläche der (Vj+v^).ten Ordnung Entstehung geben (113), 
welche durch die Basiscarve des ersten Büschels geht und folglich if^ii*2~^^s^ 
Durchschnittsponcte mit der Cnrve hat, welche durch die ersten drei Büschel 
entsteht. Diese Curve und die vorgenannte Fläche haben also noch 

("i + "iX Vs + "s ^ + "i"»^ - "' <"» + V 

andere Poncte gemein. Das liefert den Satz: 
El gibt 

Punctey durch die jedesmal vier entsprechende Flächen von vier projecUvischen 
Büscheln von den respectiven Ordnungszahlen v^, v^, v^, v^ hindurchgehen. 

Diese Puncte liegen auf den sechs Flächen, die durch die gegebenen 
Büschel zu zwei und zwei genommen entstehen und auch auf den vier Raum* 
curven, welche dieselben Büschel zn drei und drei genommen erzeugen. 

125. In einem Flächenbüschel v-ter Ordnung existieren wie viel Flächen 
mit einem Doppelpunct? Man nehme beliebig im Baume vier Puncte an, 
dann bilden ihre ersten Polarflächen in Bezug auf die Flächen des Büschels 
(74) vier projectivische Büschel (v~l)-ter Ordnung* Hat eine der gegebenen 
Flächen einen Doppelpunct, so gehen durch ihn die ersten Polarflächen jedes 
beliebigen Poles (73), und die Doppelpuncte der gegebenen Flächen sind also 
diejenigen Puncte des Baumes, durch welche vier entsprechende Flächen der 
genannten vier Büschel gehen. Folglich hat man (124) den Satz: 

In einem Flächenbüschel v-ter Ordnung gibt es 4(v— 1)^ Flächen mit 
einen Doppelpunct, 

Die Polarebenen eines festen Poles in Bezug auf die Flächen eines 
Büschels bilden ein dem ersten projectivischen Büschel. Ist aber der Pol 
^in Doppelpunct einer dieser Flächen, so ist für diese die Polarebene unbe- 
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stimmt. Jeder der 4(v— 1)' Doppelpunde hat daher dieselbe Polarebene in 
Bezug auf alle Flächen des Büschds ^). 



CAPITEL VI. 

PROJECTIVISCHE FLÄCHENNETZE. 

126. Hat man zwei projectivische Netze v^-ter tind Vj^-ter Ordnung, so 
erzeugt ein beliebiges Büschel des ersten Netzes nnd das entsprechende 
Büschel des zweiten eine Fläche P der (v^ -f ^^^^ten Ordnung. Die Flächen 
P bilden ein nenes Netz. Es seien nämlich a und b zwei beliebige Poncte 
des Raumes, dann gehen durch a eine unbegrenzte Zahl von Flächen des 
ersten Netzes, die ein Büschel bilden; die entsprechenden Flächen des zweiten 
Netzes bilden ein anderes Büschel, unter dessen Flächen sich eine findet, 
welche durch a geht. Durch a gehen also zwei entsprechoide Flächen P, F 
der beiden Netze, desgleichen durch b zwei entsprechende Flächen Q, Q' 
nnd die Flächen (P, Q), {P, Q*) bestimmen zwei projectivische Büschel '), 
welche eine Fläche P3 erzeugen, die einzige, welche gleichzeitig durch a 
und b geht. 

Es sei R, R* ein anderes Paar entsprechender Flächen der beiden Netze, 
die nicht zu den obigen Büscheln (P, Q), (P, Q*) gehören. Die Büschel 
(P, R), (P, R\) erzengen dann eine zweite Fläche P^, und ähnlich die Büschel 
(Q, Ä), (Q', R) eine dritte Fläche P^. Die Flächen P^, P3 haben die Curve 
PF* der v^v^-ten Ordnung gemein, sdineiden sich also noch in einer anderen 
Curve der Ordnung 

(»'i + »'s)*^ ''i*'« = ^^ + V + *'i^a • 

Ein beliebiger Pnnct dieser letzteren Curve gehört der Fläche F, an, 
nnd ist folglich auch zwei entsprechenden Flächen T, T* der beiden Büschel 
{R, P), {R*y P) gemein, und da er auch auf der Fläche P3 liegen mnss, 
gehört er auch zwei entsprechenden Flächen (7, U* der Büschel (P, Q)> 
(P, Q') an. Die beiden Büschel (Q, R), (T, U) gehören zu demselben Netze, 
und haben folglich eine gemeinschaftliche Fläche S, der eine andre Fläche S^ 
entspricht, welche den beiden Büscheln (Q*, Ä'), (2", W) gemein ist. Jeder 



1} Es ist klar , sobald in zwei gegebenen projeetivischen Büscheln einem be- 
stimmten Elemente des einen ein unbestimmtes Element des andern entspricht, das« 
dann jedem andern Element des ersten Büschels im zweiten Büschel ein festes 
Element entspricht. Dieses letzte Büschel enthält daher nur ein einziges Element 
3) In dem Sinne , dass die entsprechenden Flächen der beiden Bftsehel snch 
entsprechende Flächen der beiden gegebenen Netze sind« 
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gemeinsame Punct der Flächen P^, P,, das heisst der Flächen T, T'\ U, U' 
ist also ein Basispunet der Büschel {T, U), (T*, U*) und gehört deshalb auch 
den Flächen S, S* an, also auch P^. Die Curve der Ordnung v^-^v^-^-v^v^ 
welche zusammen mit der Curve PP' den Durchschnitt der Flächen P^, P3 
bildet , liegt daher auch auf P^ und bildet folglich die Basis des Netzes der 
Flächen P. Dieses Netz ist durch die Flächen P^, P^, Pg bestimmt, die nicht 
zu demselben Netze gehören, weil die Curve PP* nicht auf P^ liegt. Wir 
erhilten so den Satz: 

Die Flächen {^^r\-^^'Ur Ordnung y wdche die Durchechnittecurven ent- 
sprechender Flächen zweier projectiviecher Flächennetste v^-ter und v^-ter Ord- 
nung enthalten, bilden ein neues Netz und gehen sämrntHch durah dieedbe Raum- 
eurve {v^ + ^^^+i'i^^'ter Ordnung. 

Zwei Flächen des ersten Netzes schneiden sich in einer Curve v^2-ter 
Ordnung, welcher im zweiten Netze eine Curve v^^.^er Ordnung entspricht ^)- 
Zwei solche Curven schneiden sich im Allgemeinen nicht, diejenigen aber, 
welche sich treffen, bilden durch ihre Durchschnittspuncte die obengenannte 
Curve (>'i*+Vj*+VjV^).ter Ordnung. Mit andern Worten, diese Curve ist 
der Ort der gemeinschaftlichen Puncte der Basiscnrven zweier entsprechen- 
der Büschel; im Allgemeinen jedoch geht durch einen beliebigen Punct des 
Raumes nur ein Paar entsprechender Flächen. 

127. Man habe drei projectivische Flächennetze von den respectiven 
Ordnungszahlen v^, v^^ v^; was ist dann der Ort eines Functes, durch den 
drei entsprechende Flächen gehen? 

Es sei t eine beliebige Transversale, t ein beliebiger Punct auf ^; dann 
gehen durch i zwei entsprechende Flächen der beiden ersten Netze, die ent- 
sprechende Fläche des dritten Netzes aber schneidet t in v^ Puncten i'^ 
Nehmen wir umgekehrt auf t einen Punct t', so bilden die Flächen des 
dritten Netzes, welche durch t' gehen, ein Büschel, welchem in den beiden 
ersten Büscheki zwei projectivische Büschel entsprechen, welche (113) eine 
Fläche der (i^j+Vj)-ten Ordnung erzeugen, und diese trifft t in (vj + i'j) 
Puncten t. Man hat somit den Satz: 

Der Ort der gemeineckaftlichen Durchschnittspuncte von drei entsprechen- 
den Flächen dreier projecHvischer Flächennetze, deren Ordnungen v^« v^, v^ sind, 
ist eine Fläche der iy^-^-^^'^^^-ten Ordnung, 

Diese Fläche geht 

1. Durch die v^ Basispuncte des ersten Netzes und die analogen v^^ 
^^ Puncte der beiden andern Netze; 

2. Durch eine unbegrenzte Zahl von Ranmcurven von der Ordnung 
V2VJ+ Vi^"*'i*'2» ''«^ölche (122) durch je drei entsprechende Büschel der drei 
Netze entstehen; 



1) Indem man zwei Curven entsprechend nennt, welche aus dem Durchschnitt 
^^wei^r ent8prep|ien4er Fli^henpaare entstehen» 
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3. Durch die Curve {^^~\-'-^^^ ^r^i^^-^^^ Ordnung, welche durch die 
beiden ersten Netze erzeugt wird (126), und durch die analogen Curven der 
(Vj«-f Vj^+v^i'gVten und der (y^ + ^^-^r^^^^-^^^ Ordnung. 

128. Was ist der Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf die Flächen 
eines Netzes v-ter Ordnung? Sind a, b, c drei Puncte der gegebenen Ebene 
nicht in gerader Linie (123), so bilden die ersten Folarflächen von a, b, c 
drei projectivische Netze der (v— l)-ten Ordnung und folglich hat man deu 
Satz (127): 

Der Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf die Flächen eines Netzes vter 
Ordnung ist eine Fläche 3(v — l)-^en Ordnung, 

Diese Fläche enthält eine unbegrenzte Zahl Raumcurven d(v— l)3.ter 
Ordnung, von denen jede der Ort der Pole der gegebenen Ebene in Bezug 
auf die Flächen eines Büschels ist, das in dem gegebenen Netze enthalten ist. 

Jeder Fun et des Ortes, der auf der gegebenen Ebene liegt, ist augen- 
scheinlich (64) ein Berührungspunct zwischen dieser Ebene und einer Fläche 
des Netzes; man hat also den Satz: 

Der Ort der Berührungspuncte zwischen einer Ebene und den Oberfläckm 
eines Netzes v-ter Ordnung ist eine Curve der ^{y — lyten Ordnung, 

Diese Curve ist die Jacobiana ^) des Netzes, welches durch die Cnrven 
entsteht, in denen die Flächen des Netzes von der gegebenen Ebene ge- 
schnitten werden. 

129. Man hat vier projectivische Flächennetze der v^-ten, v^-ten, Vj-ten, 
v^-ten Ordnung; was ist dann der Ort der Puncte, in welchen sich vier 
entsprechende Flächen schneiden? Die beiden ersten Netze erzeugen nach 
und nach mit dem dritten und vierten Netze combiniert (127) zwei Flächen 
von den respectiven Ordnungen »'i + »^2 ~H ^'s» ^i"^ *'2"l" ^4* ^*®8® beiden Flächen 
haben die Curve der (y^^-\->2^^^i^2^'^^^ Ordnung gemein, welche von den 
beiden ersten Netzen erzeugt wird (126), sie schneiden sich ausserdem noch 
längs einer Curve von der Ordnung 

das heisst: 

Der Ort eines Punctes, durch welchen vier entsprechende Flächen van visr 
projectivischen Netzen hindurchgehen , deren Ordnungszahlen bezüglich v^t ^f 
V|, v^ sind^ ist eine Raumcurve von der Ordnung 

Diese Curve enthält offenbar eine unbegrenzte Zahl von Gruppen ws 
j® ''aV4 + ^sVi+*'4V2+^iV8 P»^ncten, die durch je vier entsprechende 
Büschel der vier Netze entstehen (124). 



i) Einleitung^ Nr. 95. 
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130. Was ist der Ort der Doppelpuncte der Flächen eine« Netzes v-ier 
Ordnung? Es seien a, b; (, b vier beliebig im Ranra, aber nicht in der- 
selben Ebene angenommene Puncte. Ihre ersten Polarilächen in Bezug auf 
die gegebenen Flachen bilden (74) vier dem gegebenen Netze also auch unter 
sich projectivische Netze, und der gesuchte Ort ist (125) der Ort der Puncte. 
durch welche je vier entsprechende Flächen dieser vier Netze hindurchgehen. 
Folglich hat man (129): 

Der Ort der Doppelpuncte der Flächen eines Netzes v^ter Ordnung ist eine 
Raumcurve der 6(v — l)^'ten Ordnung» 

Diese Cnrve enthält anendlich viele Gruppen von je 4(v — 1)' Pancten. 
von denen jede Gruppe aus den Dopqplpuncten eines Büschels besteht, das 
in dem Netze enthalten ist (125). 

Die Flächen eines Netzes, welche durch den nämlichen beliebigen Punct 
gehen, bilden ein Büschel; ist nun dieser Punct ein Doppelpunct fiir eine 
dieser Flächen, so haben die andren in ihm die nämliche Tangentialebene; 
man kann also die obenerwähnte Curve 6(v — 1)'-^^ Ordnung auch als den 
Ort der Puncte definieren, in denen sich die Flächen des Netzes berühren, 

131. Gegeben fünf projectivische Flächennetze, deren Ordnungszahlen 
bezüglich v^, v^ v^, v^, v^ sind; wieviel Puncte gibt es dann, durch -welche 
je fünf entsprechende Flächen gehen? Combiniert man die beiden ersten 
Netze zunächst mit dem dritten, dann mit dem vierten und endlich mit dem 
fünften Netze, so entstehen dadurch (127) drei Flachen, deren Ordnungszahlen 

bezüglich *'i + *'i+ ^3» ^^ + ^2"'' ^'4» *'i + ^'2 "t" ^b ®^"^* I^i^^e Flächen haben die- 
jenige Curve (v^-^-v^^v^v^ytex Ordnung gemein, welche (126) den beiden 
ersten Netzen zugehört. Man berechne jetzt die Ordnung der osculierenden 
Developpablen dieser Curve, indem man beachtet, dass sie (126) mit einer 
andern Curve v^v^-ter Ordnung zusammen den vollständigen Durchschnitt 
zweier Flächen der {Vi-\'V^-ieti Ordnung bildet. Diese letzte Curve ist 
der vollständige Durchschnitt zweier Flächen der v^-ten und v^-ten Ord- 
nung und hat folglich (117) als osculierende Developpable eine Fläche von 
der ^^vj^v^-^-v^—^yietk Ordnung; die Ordnung der osculierenden Develop- 
♦pablen der Curve {^^+^^-\-\v2'^ ist also (120) gleich 

2(^1 + Vjg-1)( Vji + vj^2) + y^yj,^^^ + ^2-2) . 

Dies vorausgeschickt, haben diejenigen drei Flächen der bezüglichen 
Ordnungen 

*'l + »'2+V »'l + *'2 + V ^+*'2 + *'5' 

welche gleichzeitig durch die vorgenannte Curve {y^-\-v^'\-v^v^ gehen 
ausserdem noch (121) 

-(V + V + V8){(^ + ^2+»'3) + (»'l + *'2+*'4) + (^l + *'2 + ^6>-2} 

+2(Vj + v^-lXvi« + v,2)+ VjV^^^ + ^2-2) 
andere gemeinschaftliche Puncte; wir erhalten also den Satz: 
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Die Zahl der Puncte^ durch welche je ßkif entsprechende Fläuhea von 
fOnf prcjectivischen Netzen bezüglich von den Ordnungen v^» v^, v^, v^, v^ hm- 
durchgehen ist: 

»'i V» + *'i*'«^+* • •+ Va^ • 

Diese Puncte liegen auf den zehn Flächen, welche durch die Netze zu 
drei und drei genommen entstehen (127) und auch auf den fünf Curven, 
welche die Netze zu vier und vier genommen erzeugen (129). 

132. Was ist der Ort eines Pnnctes, welcher dieselbe Polarfläche hat 
sowohl in Bezug auf eine gegebene Fläche y^-ter Ordnung als in Bezug auf 
irgend eine Fläche eines Fläch ennepses Vj^-ter Ordnung? Es sei jr ein be- 
liebiger Punct einer Transversale, X die Polarebene von jr in Bezug anf die 
Fläche (v^); der Ort der Pole von JTin Bezug auf die Flächen (v^) ist dann 
(128) eine Fläche 3(1'^— l)-ter Ordnung, welche die Transversale in SCv^— 1) 
Puncten x* triflt. Nimmt man umgekehrt beliebig auf der Transversale den 
Punct t* an, so bilden (74), die Polarebenen von x' in Bezug auf die Flächen 
(Vj) ein Netz (ein Ebenenbfindel), das heisst, sie gehen sämmtlich durch den 
nämlichen Punct, und es gibt also unter ihnen ^^i—l, welche die Developpable 
berühren (93), welche von den Polarebenen der Puncte der Transversale in 
Bezug auf die Fläche (v^) eingehüllt wird. Diese v^— 1 Ebenen sind die Polar- 
ebenen in Bezug auf die Fläche (v^) von • ebensovielen Puncten jr der Trans- 
versale; man hat also auch den Satz: 

Der Ort eines Punctes, welcher dieselbe Polarebene in Bezug auf eine 
feste Fläche v^4er Ordnung hat und in Bezug auf eine beliebige Flädie eines 
Netzes ^^-ter Ordnung j ist gf^g Fläche der (vj+3Vj- 4)-te» Ordnung, 

Offenbar geht diese Fläche durch die Raumcurve dar i»(v^»l)3-ten Ord- 
nung, welche der Ort der Doppelpuncte der Flächen des Netzes ist (130), 
weil jeder Punct dieser Curve eine unbestimmte Polarebene in Bezug auf 
jede beliebige Fläche des Netzes besitzt. 

Jeder gemeinschaftliche Punct zwischen dem gefundenen Orte und der 
gegebenen Fläche (v^) ist in Bezug auf diese der Pol der Tangentialebene* 
in demselben Puncte. Dieser Punct muss aber in Bezug auf eine Fläche 
des Netzes dieselbe Polarebene haben, folglich ist (64) jeder gemeinschaft- 
liche Punct des Ortes und der festen Fläehe ein Berührungspunct der letzten 
mit einer Fläche des Netzes. Das liefert den Satz: 

Der Ort der Berührungspuncte zwischen einer festen Fläche v^-ter Ord- 
nung und den Flächen eines Netzes der u^-ten Ordnung ist eine Raumcurvt 
^ *'i(^i"l'3*'2"~4)-/efi Ordnung, 

133. Gegeben ein Flächenbüschel v^-ter Ordnung und ausserdem ein 
Flächennetz v^-ter Ordnung; was ist dann der Ort eines Punctes^ in dem 
eine Fläche des Büschels eine Fläche des Netzes berührt? 
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Der Ort geht durch die Basiscunre v^'-ter Ordnung des BÜ8chelS; weil ^) 
die Flächen (v^, die durch einen Funct dieser Curve gehen, ein Büschel 
bilden, in dem eine Fläche existiert, welche in diesem Puncte eine der Flächen 
(Vj) berührt Ausserdem enthält jede Fläche (vj) eine Curve der ''/»'i'+Sv^— 4)" 
ten Ordnung, welche aus den Functen entsteht (132), in denen sie von den 
Flächen (v,) berührt wird. Folglich ist der vollständige Durchschnitt einer 
Fläche (Vj) mit dem gesuchten Orte eine Curve von der Ordnung 

und es entsteht daher der Satz: 

Der Ort der Puncte, in denen eich die Flächen eines BüecheU v^-ter Ord- 
nung und cUe Flflchen eines Netzes v^-ten Ordnung b&rUhren, ist eine Fläche 
der (2»'j-|-3vj— 4)«<e» Ordnung, 

Ist y^^=Vi^^, und haben ausserdem das Netz und das Büschel eine 
Fläche gemein, was cum Beispiel der Fall ist, wenn sie demselben line- 
aren Systeme angehören, so zerfällt der Ort in diese Fläche und in eine andere 

von der Ordnung: 

2v+3»'—4-v = 4(^-1). 

Wenn aber eine Fläche des Netzes und eine des Büschels sich in einem 
Puncte berühren, so individualisieren sie ein Büschel, dessen Flächen sich 
sämmtlich in demselben Puncte berühren, und die dem linearen Systeme an- 
gehören, welches durch das gegebene Netz und das gegebene Büschel be- 
stimmt wird. Unter diesen Flächen ist nun eine, für welche der Berührungs- 
punct ein Doppelpnnct ist (17, 114 Anmerkung ^))\ also gilt der Satz: 

Der Ort der Berühfnmgspuncte oder auch der Doppelpuncte der Flächen 
eine» linearen Systems v-ter Ordnung ist eine Fläche 4(v— l)-<er Ordnung, 



CAPITEL VII. 

PROJECTIVISCHE LINEARE FLÄCHEN SYSTEME 

DRITTER STUFE. 

134. Man habe zwei lineare projectivische Flächensysteme v^^-ter und 
Vj-ter Ordnung, und es seien P, -P; Q, Q'; Ä, Ä*; S, S^ vier Paar ent- 
sprechender Flächen; die projectivischen Büschel (P, Q), (P, Q!) aus ent- 



1) Haben zwei Fl&chenbüschel einen Basispanct o gemein, so gibt es immer 
eine Fl&che des ersten Bflschels, welche in ihm eine Fl&cbe des zweiten berührt 
Die Tangentialebenen der Fl&chen des ersten Büschels in o gehen nämlieh durch 
ein und dieselbe Gerade, die Tangeute der Basiscunre dieses Büschels in o, und 
in derselben Welse ist die Tangente der Basiscunre des zweiten Büschels in o die-- 
jenige Gerade, durch welche in diesem Puncte die Tangentialebenen der Flachen 
dieses zweiten Büschels gehen. Die Ebene der beiden Tangenten berührt also in 
9 eine Fl&che des ersten Büschels und ebenso eine des zweiten. 
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sprechenden Flächen \]er beiden Systeme gebildet erzengen (113) eine Fläche 
(v^4~^})'ter Ordnung. Eine analoge Fläche ^rd durch die zwei Büschel 
(P, Ä), (P, R) erzeugt, und eine dritte von den Büscheln (P, S), (P, 5*). 
Diese drei Flächen (v^'{-if^'ter Ordnung haben diejenige Curve VjVj^-ter Ord- 
nung geraein, welche den Durchschnitt der Flachen (P, P) bildet und 
schneiden sich also (121) noch in (»'i + VjX»'i'+ V^ andern Pnncten. Ein 
beliebiger Pnnct x von diesen liegt auf gewissen Flächen Qq t ^q f ^Sq , welche 
bezüglich den Büscheki (P, Q), {P, H), (P, S) angeboren, und auch den ent- 
sprechenden Flächen Q*q , B'q , ^^ , welche bezüglich den Flachenbüscheln 
(P, Q!\ (P, R\ (P, &) angehören. Der Funct jr ist also ein geraeinsamer 
Basispunct der Büschel ( Q^ , i^^ ) , ( Qq '' ^o )' ^^° diesen Büscheln hat 
das erste mit dem Büschel {Qi R) eine Fläche gemein, und das zweite eine 
Fläche mit dem Büschel (Q', R*\ und diese beiden Flächen sind entsprechend. 
Der Punct % liegt daher auch auf der Fläche, welche durch die projectivi- 
sehen Büschel {QyR), (Q', R) entsteht; also gilt der Satz: 

Hat man zwei projecHvi9(^e lineare Flächensysteme y^-ter und v^-ter Ord- 
nung^ so gehen die Flächen (yi'\'y^''ter Ordnung ^ welche durch je zwei Büschel 
erzeugt werden die aus entsprechenden Flächen heider Systeme bestehen, sämmt- 
Utk durch die nänUichen 

(Vi+VjX^' + V) 
Puncte. 

Diese Puncte sind diejenigen, durch welche eine unbegrenzte Zahl von 

entsprechenden Flächenbüscheln hindurchgehen , oder es ist auch jeder von 

ihnen ein gemeinschaftlicher Basispunct zweier entsprechender Netze. 

185. Wie viel Puncto gibt es, welche in Bezug auf zwei Flächen v^-ter 
and v^-ter Ordnung dieselbe Polarebene besitzen? Die ersten Polarflächen 
aller Puncte des Baumes in Bezug auf die eine und die andere der beiden 
gegebenen Flächen bilden (88) zwei projectivische lineare Systeme der (v. — 1)- 
ten, (Vj— l)-ten Ordnung. Hat ein Punct o für beide Flächen dieselbe Po- 
larebene, so müssen die ersten Polarflächen aller Puncte der Ebene durch o 
gehen, das heisst o ist ein gemeinschaftlicher Basispunct zweier entsprechen- 
der Netze der beiden Systeme. Folglich ist (134) der Satz bewiesen: 

Die Zahl der FuncUf welche in Bezug auf zwei Flächen v^-ter t$nd v -ter 
Ordnung dieselbe Folarebene besitzen^ ist: 

(Vi + V3-2)[v^«-f v,«-2(Vj + i.g)+ 2] . 

Den Complex dieser Puncte kann man die Jacobiana der beiden gegebenen 
Flächen nennen. 

Ist v^ = Vj = v, so findet man (125) die Zahl der Doppelpuncte eines 
Flächenbüschels v-ter Ordnung; folglich bilden die 4(v— 1)3 Doppelpuncte 
eines Büschels die Jacobiana zweier beliebiger Flächen des Büschels. 

Ist Vg = 1, >j =r V, 80 finden wir (87) die (v— 1)« Pole einer gegebenen 
Ebene in Bezug auf eine gegebene Fläche v-ter Ordnung wieder, das heisst: 

Die <v— 1)3 Pole einer Ebene in Bezug auf eine Fläche v-ter Ordnung 



183--136] Prcjeetifnsche /tnetor« FläehMsytteme dritter Stufe, X13 

stellen die Jacohiana zioeier Flächen dar, nämlieh der gegeboMn Ebene %thd 
der Fundamentalfl&d^, 

136. Es seien drei lineare, projectivische FlScheqsjsteme gegeben^ deren 
Ordnungszahlen bezüglich v^, v^ v^ sind. Ein beliebiges Netz des ersten 
Systems erzengt in Geraeinsehaft mit den entsprechenden Netzen der iaadern 
beiden Systeme (127) eme Fläche P der (j'j+v^+WjVten Ordnung. Me so 
entstandenen Flächen P bilden ein neues lineares System. Bi der That, sind 
a, b, ( drei beliebig im Baume' angenommene Puaete, so bilden die Fläohen 
des ersten Systems, welche durch a gehen, «in Netz; im entsprechenden 
Netze des zweiten Systems gibt es ein Büschel von Flächen, die dar<^ a 
geheui welchen im dritten Netze ein Büschel entspracht, von • dem .^ine Fläche 
durch, a geht. Es gibt also drei entsprechende Flächen FyP\F'', die durch 
a gehen, ebenso drei Flächen Q, Q', Q!* dui'ch b und drei andere R, R', R'\ 
die durch ( gehen. Diese Flächen individualisieren drei projectivische Netze 
(P, Q,Ä), (P', ^,R% (P", Q"yR"\ und diese erzeugen eine Fläche P, die 
einzige, welche durch a, b, c geht. 

Es seien iS, aS*,*?' ein anderes Tripel correspondierender Piachen der 
drei Systeme , , welche bezüglich nicht zu den drei vorgedachten Netzen ge- 
hören; dann erzeugen ^die Netze (PyQyS), (F\Q%S')y (P", Q", aS") eine an- 
dere Fläche P^, die Netze (P, R, S), (P', Ä', S'), (F", R*\ S"*) ebenso eine 
dritte Fläche Pj,, und endlich die Netze (Q,ä,aS), (Q', jB', aS*), (Q*\R\S'*) 
eine vierte Fläche P^ 

Die beiden Flächen P, P^ gehen durch die Ourve ven der Ordnung 
Yg+VjVj+v^v^, welche (129) von den drei projectivischen Büscheln (P, Q), 
(P, Q!\ (F"*, Q**) erzeugt wird, sie schneiden sich also noch in einer andern 
Ourve der Ordnung: 

Bin beliebiger Punet jr dieser letzteren Curve ist, da er jder Fläche P 
angehört, drei correspondierenden Flächen J, Ä', Ä'* der drei Net^e (P, Q^ i^J^ 
(P, Q', R*)f (P", Q", R") gemein, und weil er auch Pj angehört, ist derselbe 
Punct auch auf drei entsprechenden Flächen B, B', B'* der drei Nötze (P, Q, Ä), 
(P, Q', S'), (/*', Qf\ S") gelegen. Das Neta (P, Q,'S) und das Büschel fA, B) 
gehören demselben linearen Systeme an und haben folglich eine Fläche O 
gemein. Dieser entspricht im zweiten Systeme eine Fläche O, welche dem 
Netze {FfRyiS^y und dem Büschel {A',B^) gemein ist, und im dritten' 
Systeme eine Fläche C", die 4em Netze (F\R*\S'^) und dem. Büschel 
{Ä"fB") angehört. Der Punct jr. ist also ein gemeinsame Basispunct d^i*. 
Büschel (A, B), (A*, B'\ i,A'\ B**) und ist deshalb auch den Flächen C, (?, C 
gemeinschaftlich. Dies sind aber drei entsprechende Flächen der drei pro- 
jectivischen Netze {P,R,S), (P*, Ä', aS»), (P\R^\S"), das heisst, »nst ejin 
Punct der Fläche P^* In analoger Weise zeigt man, dass der nämliche Punct 
auch auf der Fläche P^ liegt. Wir haben daher den Satz: , 

Der Ort eines Functea^ durck welchen eine unbegrenzte ,Zahl von JhripelH 
Cmmmova, Oberflfichen. 3 
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enUpre(^iender Flächen dreier gegebener projecHinacher linearer Sg9teme von 
den respecHven Ordnungen v^, v^, y^ hindurchgehen, ist eme Raumcurve von 
der Ordnung 

V+V+V+Vs+Vi+Vs- 

I>ie«e Curve kapii auch ala Ort der gemeinschaftlichen BasUpnncte dreier 
entsprechender Büsche], oder als Ort der Durchschnittspuncte zwischen den 
Entsprechenden Cnrven der Ordnungen ^^^9 ^^K ^^ definiert werden. Sie 
liegt aof allen Flächen (^i + ^9+^s>ter Ordnung, die ein lineares System 
bilden, von denen jede durch drei entsprechende Netze der drei Systeme er- 
zeugt wird« 

137. Was ist der Ort eines Functes jr, dessen Polarebenen in Bezug 
auf drei gegebene Flächen der v^-ten^ ^j'^^"' i^g-ten Ordnung durch dieselbe 
Gerade x gehen? 

Die ersten Polarilächen der Puncte des Baumes in Bezug auf die ge- 
gebenen Flächen bilden drei projectivische lineare Systeme von den betreffen- 
den Ordnungszahlen i^|— 1» ^3 — 1, V3 — 1. Nach der geroachten Voraussetzung 
ist % der Durchschnittspunct der ersten Polarflächen jedes Punctes von x, also ein 
Punct, durch den eine unbegrenzte Zahl von Tripeln entsprechender Flächen 
der drei obengenannten projectivischen Systeme hindurchgehen, folglich ist 
(126) der gesuchte Ort eine Raumcurve von der Ordnung 

welcher wir den Namen Jacobiana der drei gegebenen Flächen beilegen. Wir 
haben also den Satz: 

Die Jckcohicma dreier Flächen der v^-ten, v^-ten, v^-ten Ordnung, das heisst 
der Ort eines Punctes, dessen Polarehenen in Bezug auf die gegebenen Fläche» 
durch dieselbe Gerade gehen, ist eine Raumcurve mit der Ordnungszahl: 

Offenbar geht diese Curve durch die Berührungspunete der gegebenen 
Flächen und durch ihre Doppelpuncte, wenn solche existieren. 

Dieselbe Curve geht auch durch die Puncte, welche in Bezug auf zwei 
der gegebenen Flächen dieselbe Polarebene haben; das heisst: 

Die Jacobiana dreier Flächen geht auch durch die Jacobianen dersdbm 
Flächen zu zwei und^ zwei combiniert (135). 

Ist Vj = v^, so mnss die Polarebene des Punctes x in Bezug auf die 
Fläche (v^) durch die Gerade gehen, in der sich die Polarebenen des näm- 
lichen Punctes in Bezug auf die Flächen des Büschels schneiden, das dnrch 
die beiden gegebenen Flächen der Vj-ten Ordnung bestimmt wird, und fallt' 
daher mit der Polarebene von x in Bezug auf eine Fläche des Büschels zusammen. 
Man hat folglich den Satz: 



(Vj-.l)2+(v^^l)2-f(v^-.l)2 + 
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Der Ort eines Punctes, wdcher in Bezug auf eine feste Fläche w^-fer Ord- 
nung und in Bezug auf irgend eine Fläche eines Büschels v^*tffr Otdnung 
dieselbe Polarehene hat, ist eine Raumcurve von der Ordnung: 

Vielehe durch die Doppeüpumete dee Büschels geht. 

Die Pnncte, in denen diese Onrve die feste Fläche trifft, sind offenbar 
diejemgen Puncte, in denen letztere Fläche von irgend einer Fläche des 
Büschels berfihrt wird; man hat also den Satz: 

Die Zahl der Flächen eines Büschel v^-ter Ordnung, welche eine feste 
Fläche ifj^ter Ordnung berühren, ist: 

Ist v^ = Vj =3 v^ =s V, so bestimmen die drei gegebenen Flächen ein Netz, 
and die Polarebenen des Pnnctes x in Bezug aut' die Flächen dieses Netzes 
gehen durch die nämliche Gerade. Wir kommen so auf ein schon frfiher 
(130) bewiesenes Theorem zurück und haben daher den Satz: 

Der Ort der Puncte, deren Polarebenen in Bezug auf die Flächen eines 
Netzes durch dieselbe Gerade gehen, oder auch der Ort der Doppelpuncte der 
Flächen dieses Netzes, oder endlich der Ort der Berührungspimcte zwischen 
den Flächen desselben Netzes ist eine Raumcurve ^v—Xfi-ter Ordnung, . 

Dieser Curve können wir den Namen Ja>cohiana des Netzes geben. 
Ist eine yon den Flächen eine Ebene, so fällt die Polarebene in Bezug 
auf sie mit ihr selbst zusammen, und man erhält so den Satz : 

Der Ort eines- PuM^es, dessen Polarebenen in Bezug auf zwei gegebene 
Flächen v^-ter, v^'ter Ordnung sich längs einer Geraden schneiden, die in einer 
festen Ebene liegt, ist eine Raumcurve von der Ordnung 

(v,-l)« + (Vj-l)« + (Vj-lXVj-l) = V + v,> + ViV^-3(v j -t- V,) + 3. 

Ist Vy^=v^ = Vf 80 fällt man auf ein schon früher (123) bewiesenes 
Theorem zurück, man hat also den Satz: 

Die Ourve der 8(v - l)^'ten Ordnung, Ort der Pole einer gegebenen Ebene 
in Bezug auf die Flächen eines Büschels v-ter Ordnung, ist die Jacohiana der 
drei Flächen, von denen die eine die gegebene Ebene ist, und die beiden andern 
zwei beliebige Flächen des Büschels, 

Wird Vj = »'j=l» »'1 = »', so geht die Polarehene von x in Bezug auf 
die Fläche v-ter Ordnung durch eine feste Gerade, den Durchschnitt zwei 
gegebener Ebenen; folglich hat man (86): 

Die Ourve der (v^iy^^ten Ordnung, Ort der Puncte, deren Pol/vrebenen in' 
Bezug auf eins gegebene Fläche v^ter Ordnung durch eine gegebene Gerade 
gehen, ist die Jacobiama folgender drei Flächen: der Fundamentalßäche und 
*^ beliebiger Ebenen, welche durch die gegebene Gerade gehen, 

8* 
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138. Indem wir vier lineare projectivisehe Systeme von den resp. Ord- 
nungen .Vj,)'^* ^3^ ^4 ^^ gegeben annehmen, suchen wir den Ort der Poncte, 
durch welche je vier entsprechende Flächen hindurchgeben. 

Auf einer beliebi|;en Transversale nehme man einen beliebigen Funct t 
an, durch den drei entsprechende Flächen der drei ersten Systeme hindurch- 
gehen; die entsprechende Fl&che des vierten Systems schneidet dann die 
Transversale in v^ Puacten i'. Nimmt man umgekehrt auf der Tränaversale 
beliebig einen Punct i' an, so bilden die Flächen des vierten Systems, welche 
durch i' gehen, ein Netz, und diie drei entsprachenden Netze in den andern 
Systemen erzeugen (127) eine Fläche (»'|+»'g+^^-ter Ordi^ung, welche die 
Transversale in ebensoviel en Puncten t trifft. Man erhält somit das Theorem: 

Der Ort eines Punctes, durch welchen vier entsprechende Flächen von vier 
linearen proJecHvischen Systemen von den resp, Ordnungen Vj, v^, y , v^ äwi- 
durchgeheny ist eine Fläche von der Ordnung *'i + *'2+^j+V^- 

Diese Fläche enthält offenbar die unbegrenzte Zahl von Curven, die 

durch je vier entsprechende Netze der vier Systeme entstehen (128), und 

ebenso unendlich viele andere Curven, die durcli je drei der gegebenen 
Systeme entstehen (126); u. s. w. 

139. Man hat vier Flächen bezüglich von der Ordnung v^, v^, v^, y^, 
was ist dann der Ort eines Functes x, dessen Polarebenen in Bezug auf 
jene Flächen durch den nämlichen Punct x* gehen? 

Die ersten Polarflächen von jr' gehen durch jr, und andererseits bilden 
die enten Polarflächen der Puncto des Raumes in Bezug auf die vier gege- 
benen Flächen vier lineare projectivische Systeme bezüglich von d^n Ord- 
nungen vj — l, »'j— 1> ^^ — 1» ^'4—1» folglich erhält man (138) den Satz: 

Der Ort eines Pimctes, dessen PolarSenen in Bezug auf vier gegebtne 
Flächen' von den Ordnungen v^, v^, v^, v^ durch denselben Punct gehen y ist 
eine Fläche mit der Ordnungszahl: 

Diese Fläche, der wir den Namen Jacohiana der vier gegebenen 
Flächen geben, geht offenbar durch die Doppdpuncte dieser Flächen und 
durch die JacoManen der nämlichen Flächen zu drei und drei oder zu zwei 
und zwei genommen, 

Ist'v^ = Vg, 80 erhalten wir eine Fläche der [»'j-}-»'g + 2(Vjj— 2)] -ten Ord- 
nung, Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezug auf zwei Flächen der 
Ordnungeti Kj, ^^ und in Bezug auf alle Flächen eines Büschels v^-ter Ord- 
nung durch denselben Punct gehen. Ist % ein gemeinschaftlicher Punct des 
Ortes und der Curve v^j^^-ter Ordnung, Durchschnitt der beiden gegebenen 
Flächen, so bestimmen die Tangente dieser Ourve in % und die Gerade, 
durch welche die Polarebenen von jr in Bezug auf die Flächen des Büschels 
gehen, eine Ebene, die in % eine Fläche des Büschels berührt; also hat man 
den Satz: 
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In' einem FlächenbUechel y^-ter Ordnung gibt et 



Flächen, welche die DurchschnUtscurve zweier Flächen v.-ter und v^-ter Ord- 
nung derllkren. 

Es sei v^ = Vg = Vj. Dann folgt, dass die Polarebene von jr in Bezug 
auf die Fläche (v^) durch den Punct geht,* in welchem die Polarebene des- 
selben Ponctes in Bezug auf alle Flächen des Netzes, das durch die drei 
gegebenen Flächen v^-ter Ordnung gebildet wird, zusnmnienlaufen, und ebenso 
jene Ebene auch die Polarebene von x in Bezug auf irgend eine Fläche des 
Netzes sein moss. Wir erhalten so ein Bchon bewiesenes Theorem (132) 
wieder und damit den Satz: 

Die Fläche (^i+3vg — Ayter Ordnung ^ Ort der Puncte, welche in Bezug 
auf eine feste Fläche v^-ter Ordnung und auf irgend eine Fläche eines Netzes 
i'^-ter Ordnung dieselbe Polarebene besitzen , ist die Jacobiana folgender vier 
Flächen: der gegebenen Fläche v^-ter Ordnung und drei beliebiger Flächen 
des NetMes, die aber keut Büschel hUden d&rfen, 

Ist v^ = Vg =rr Vj =s= Vj srr k, 80 bestimmen die vier gegebenen Flächen' 
ein lineares System, und durcli f' geht also die Polarebene von jr in Bezug' 
auf eine beliebige Fläche des Systems (74); das liefert den Satz: 

Der Ort eines Punctes, dessen Polard>ene in Bezug auf die Flächen eines 
Hnearen Systemä v-ter Ordnung durch denselben Punct gehen, ist eine Fläche 
der 4(v — lyten Ordnung. 

Die Fläche, Jacobiana von vier beliebigen. Flächen des Systems^ die 
also kein Netz bilden, kann auch als Ort der Doppelpuncte der Flächen des 
Systems definiert werden oder als Ort der Beriihrungspuncte zwischen diesen 
Flächen. 

Wir legen dieser Fläche den Namen Jacobiana des linearen Systems beL 
Ist 1^4=19 80 erhalten wir den Satz: 

Der Ort eines Punctes f dessen Polarebenen in Bezug auf drei Flächen 
der v^~teny v^-ten, w^-ten Ordnung sich auf einer festen Ebene eehneide$^, iH 
eine Fläche der (J'i+J'j+J'j— 3)'.^ew Ordnung. 

Ist ausserdem v^=^v^ = u^=:y^no treffen wir auf ein schien bewiesenes 

Theorem (128); daher der Satz: 

Die Fläche der ^v—iyten Ordnung, Ort der Pole einer Ebene in Bezug 
auf die Flächen eines Netzes v-ter Ordnung, ist die Jacobiana von folgenden 
vier Flächen: der gegebenen Ebene und drei beliebiger Flächen des Netze», 
die aber kein Büschel bilden. 

Wenn Vj3=v^=:l ist, finden wir ein anderes bekanntes Theorem (117) 
und erhalten so: 

Die Fläche der {v^']^v^^'^)'ten- Ordnung, Ort eines Punctes, dessen Po- 
larebenen in Bezug auf zwei Flächen der v^ten, ^^-ten Ordnung sich attfi 
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einer gegebenen Gereuten schneideHf ist die Jacobiana von folgenden ffier Flächen^ 
der beiden gegebenen Flächm und xwei beliebiger Ebenen, welche durch die gege- 
bene Gerade gehen. 

Nimmt man ausserdem v^ = y^=:v an, so trifft die gegebene Gerade 
jene Gerade, in welcher sich die Polarebenen des Punctes % in Beziig auf 
die Flächen des Büschels schneiden, welches durch die beiden gegebenen 
Flächen v-ter Ordnung bestimmt ist, und die beiden Geraden liegen daher 
in einer Ebene, welche die Polarebene von x in Bezug auf eine Fläche des 
Büschels ist; daher der Satz: 

Der Ort eines Punctes, dessen Polarebene m Bezug auf eine Fläche einet 
Büschels V'ter Ordnung durch eine gegebene Gerade geht, ist eine Fläche dar 
2(v — Xhten Ordnung, Sie ist die JacoMana folgender vier Flächen: snoei be- 
liebiger Flächen des Büschels und zwei beliebiger Ebenen, welche durch die ge- 
gebene Gerade gehen. 

Endlich erhalten wir unter der Bedingung >jS= v^ssv^ss 1, v^sssv da« 
Theorem (62) wieder, dass nämlich der Ort eines Punotes, dessen Folarebene 
in Bezug auf eine Fläche v-ter Ordnung durch einen festen Punct geht, eine 
Fläche der (V'-l)-ten Ordnung ist, die erste Polarfläche des festen Punctes, 
Man hat daher den Satz: 

Die erste Polarfläche eines gegebenen Punctes ist die Jacobiana folgender 
vier Flächen: der Fundamentayiäche und drei beliebiger Ebenen, die durch den 
gegebenen Punct gehen, 

140. Was ist der Ort eines Punctes, in welchem sich je fünf entsprechende 
Flächen von fünf gegebenen projecti vischen linearen Systemen von den respec- 
tiven Ordnungen v^, v^, v^, v^ v^ schneiden? 

Die drei ersten Systeme mit dem vierten Systeme und dann mit dem 
fünften combiniert erzeugen (132) zwei Flächen von den Ordnungen 

8ie haben die Ourve von der Ordnung 

V+V + V+V3 + V1 + V2 
gemein, welche durch die ersten drei Systeme erzeugt wird (136), und schnei, 
den sich also ausserdem noch längs einer Curve von der Ordnung 

(^ + »'2 + ^8 + ^^(^ + ^+*'8+V""(V + V + V + V8+Yl + Vl)' 

Wir erhalten daher den Satz: 

Der Ort eines Punctes , durcl^ den fünf entsprechende Flächen von /w»/ 
linearen projectivischen Systemen von den resp, Ordnungen Vj, v^, v^, v^, v^ 
hindurchgehen, ist eine Raumcurve von der Ordnung 

V«+V8 + --'-+V6' 

Natürlich liegt diese Curve auf den fünf Flächen, die durch die fOnf System« 
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zn vier und vier genommen entstehen (138) und enthlUt eine unbegrenzte 
Zahl Ton Gruppen ans je 

Puncten, von denen jede durch fOnf entsprechende Netse der fünf gegebenen 
Sjsteme entsteht (125). 

141. Hat man ftinfpiachen bezttglich von den Ordnungen i'i»*'^' W V 
so bilden die ersten Polarflächen der Puncte des Baumes in Bezug auf jene 
Flächen fünf lineare projectivische Systeme von den Ordnungen ^^—h ^j— li 
»',~1* i'^— 1, ^—ii Man hat also den Satz (134): 

Der Ort einte Punctee, deeeen erste Polarßächen in Bezug o^f fünf ge- 
gebene Flächen vim den Ordnungen v^, v^, v^ v^, u^ durch denedben Punct gehen 
ist eine Eaumcurve ven der Ordnung 

Diese Baumcurve, die Jacobiana der ßknf gegdfenea Flächen, liegt offen- 
bar auf den Jacobianen der gegebenen Flächen zu vier und vier genommen. 

lat v = Vj=v^= Vj^=i/^=v^, 80 erhält man eine Curve von der 10(»'— 1)*- 
ten Ordnung, den Ort der Puncte, deren Polarebenen in Bezug auf die Flächen 
eines linearen Systems vierter Stufe und y-ter Ordnung durch den nämlichen 
Punct gehen. Diese Curve kann man die Jacohiana des linearen Systeme 
nennen. 

Ist v. = l, so erhält man -eine Curve von der Ordnung 

Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf vier gegebene Flächen 
auf einer gegebenen Ebene zusammenlaufen. Sind sie alle von derselben Ord- 
nung Vy 80 findet man, dass der Ort eines Punctes, dessen Folarebene in Bezug 
auf die Flächen eines linearen Systems dritter Stufe und v-ter Ordnung in einen 
Punct einer festen Ebene zusammenlaufen, eine Raumcurve der 6(v— D^-ten 
Ordnung ist. 

Ffir v^s=:v^s=l erhält man den Ort eines Punctes, dessen Polarebenen 
in Bezug auf drei Flächen sich auf einer gegebenen Geraden treffen. Sind 
die drei Flächen von der nämlichen Ordnung v, so ist der Ort eine Curve 
der 8(v— l)«-ten Ordnung. 

Wäre ^3=%='*'5=1> so erhielte man den Ort eines Punctes , dessen 
Polarebenen in Bezug auf zwei gegebene Flächen durch einen festen Punct 
gehen ^ das beisst, wir erhalten den Satz: 

Die Curve der (v^— l)(Vj— l)-<en Ordnung , Durchschnitt der ersten Polar- 
flächen eines gegebenen Punctes in Bezug auf zwei gegebene Flächen v^-ter und 
^^•ter Ordnung, ist die Jacobiana- folgender fünf Flächen : der beiden gegebenen 
und drei beliebiger Ebenen^ welche durch den gegebenen Punct gehen, 

142. Man hat sechs lineare projectivische Systeme von den betreffenden 
Ordnungen v^» v^ v^i v^, v^, v^; man sucht die Zahl der Puncte, in denen 
sich je sechs entsprechende Flächen schneiden. 
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Die drei enten S^sttme mit dem vierten, dem fünften npd endlich mit 
dem sechBten combiniert erzengen (138) drei Flächen von den Oidnnngen 

welche dife Curve der Ordnung 

gemem haben, die durch die drei ersten Systeme erzeugt wird (136). Diese Curve 
gehört zwei Flächen der (»'j + v^ 4- Vj)-ten Ordnung an, die «ich also ausser- 
dem noch in einer Curve der Ordnung ^^^s'^^s^i'^'^i^^ schneiden, die ihrer- 
seits im Terein mit einer dritten Curve v^'-ter Ordnung den yollstSndigen 
Durchschpitt zweier Flächen der {v^ + v j)-ten und (v -}- v^yten Ordnung bildet' 
Die Ordnung der osculierenden Developpablen (117) der Curve (v^) ist 

/> = 2p^«(v^-i) , • 

und folglich (120) ist die Ordnung der osculierenden Developpablen der Cnrve 

/>' = tt»-! + ",) + ("i + "P-^IK v«+ Vi + V»>- V1+'' 

«=<v$+''»*'i+''iV(*i+''»+''«-*)-''iV« • ' 

Hieraus 'schliesst man (120), dasa die osculierende Developpable der 
Cnrre der Ordnung 

"i + V+ V + Vs+ Vi + 'i"» 
von der Ordnung 

P" = t(«'j+«',+ v+t«-! + "t+'th-il X 

. XK"!» + v,J + V,« + Y,+ Vi+ "iV-i V» + "»"i + "i"»)! +fi' ■ 
=a('',+»',+i.,-ix»,»+j',«+'',*)+(Vs+Vi+''i''»H''i+«',+»',-2)+''jV. 

ist, und folglich haben die drei Flächen yon den Ordnungen 
ausser der vorgenannten Curve noch (121) 

(»'l + ''j + '', + ''4X>'i + >',+ »', + ''5X''i + '', + »',+'',) 
Hv,' + v,> + V + »,K,+ .,Vj + y^u^ ( [(Vj + .,+ V, + V,)) 

+ (», + «',+ >', + Vj)^+/,"* 
+ ("! + », + "8 + «'^. 

i>'l+''t + ''» + >'i>^''l + 't + '', + >'^>'l + ", + "» + "») 
-(•'j» + V+»'3*+Vs + ''a''l + VjH>'4 + ''6 + «'8) 

-(«'i + "',+ ''j)» + Vj''» = ''iV$ + -" + V5''6 

gemeinschaftliche Puncte, und wir erhalten also den Satz: 
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Die Zahl der Punete de» Remmee, durch wkhe je eeche enUprechmde 
Flächen von seche projeeüvie^mi Imetwen Systemen von den Ordnungen v^t y^ 
...,v^ hindurdigehenj ist 

143. Aach hier kann man als Anwendaog dieses Satzes die Jacobiana 
von sechs gegebenen Flächen betrachten, die aus den 

Functen besteht, von denen jeder die Eigenschaft hat, dass seine Polarebenen 
in Bezng auf die sechs gegebenen Flächen der Ordnungen i^^r ^2* * " ' ^« durch 
den nämlichen Pnnct gehen. Hierin ist als Special£all die Zahl der Functe 
enthalten, deren Polarebenen in Bezug auf je fünf, vier und drei der gege- 
benen Flächen sich bezüglich auf einer gegebenen Ebene, einer gegebenen 
Geraden und in einem gegebenen Puncte treffen. Zum Beispiel findet man 
den Sata: 

Die (*'i*-l)(>'2'~lX^s*-l) genieinschafaichen Funde der ersten PoUtrJläehen 
mea JPunetes in Beaug auf drei gegebene Flächen bilden die Jacobiana fol- 
gender seche Flächen: der drei gegebenen und dreier Ebenen, die durch den 
gegebenen Panet gehen. 



CAPITEL Vin. 

PROJECTIVISCHE LINEARE FLÄCHENSYSTEME 

BELIEBIGER STUFE. 

144. Was ist der Ort eines Pnnctes, durch welchen je ß'\-\ entsprechende 
Flächen von ß-\-l Hnearen projectiyisehen Flächensystemen ;u*ter Stufe und 
den respectiven OrdnHngen ^i^^^i^^f^i^ft^i hindurchgehen *) t 

Auf einer beliebigen Transversale filieren wir einen Punct i. Dur«^^ 
ihn gehen ß entsprechende Flächen der ß ersten gegebene Systeme 3), und 
die entsprechende Fläche des letzten Systems trifft die Transversalein ^nxi 
Pnncten t'. Nimmt man umgekehrt anf der Transversale einen Punct t' be- 
liebig an, so bilden die Flächen des letzten Systems, welche durch diesen 



1) Der Kfirie wegen wollen wir durch das Symbol fiß^p die Summe der Producte 
von je p der Zahlen v^ j Vj, , . . p^ bezeichnen. 

3) Die Flächen des /£-ten Systems, die durch i gehen, hUden ein System (ji^Xy 
ter Stufe, den\ in den ersten ii^\ gegebenen Systemen ß — 1 niedere Systeme der-« 
selben (ji — l)-ten Stnfe entsprechen. Angenommen von diesen Systemen gingen 
M— 1 entsprechende Fl&chen durch t, so haben auch die ersten ß gegebene Systeme 
ß entsprechende Flächen, die durch i gehen. Wenn also die Behauptung f^v ß — 1 
richtig ist, so ist sie es auch ftr /«; folglich u. s. w. 



122 Zweiter Theü. [C*p. Vm 

gehen , ein niederes System (ji - l)-ter Stufe , dem in den gegebenen andern 
M Systemen ebenfalls niedere Systeme von derselben (/(i-*l)-ten Stofe ent* 
sprechen. Diese Systeme sind projectivisch, und wir wollen annehmen, dasa 
der Ort eines Functes, durch den ß entsprechende Flächen gehen eine Flache 
von der Ordnung 0^,^ sei. Diese schneidet die Transversale in 0^^ Puncten 
t, und also haben wir ^ß^i^^^n^i ^^^ Zahl der zusammenfallenden Puncte 
t, t'; das heisst, wenn der Satz^ der gesuchte Ort ist eine Fläche der 0» ■ | ,-ten 
Ordnung^ wahr ist für pL = fiL^l, so ist er anch für A = A( richtig. Wir 
haben denselben aber schon für iu=l,2,3 bewiesen (107, 116, 138) und 
erhalten also den Satz: 

Der Ort eines Punctes, durch welchen Je flL-^-l entsprechende Flächen d>en- 
sovUler projedwischer linearer Systeme von den respectiven Ordnungen J*! » >',, 
. . . , % , j und Mer Stufe hindurchgehen, ist eine Fläche 0« • j ^-ter Ordnung, 

145. Gegeben /u-{*2 lineare projectivische Fläohensysteme besüglichTOB 
den Ordnungen ^^ » ^^ » • • • * i';^ i ^ und A^-ter Stufe, man verlangt den Ort eines 
Punctes, durch den je ß-^r^ entaprechende Flächen hindurchgehen. 

Die ersten ß Systeme nach und nach mit dem vorletaten und letzten Sy- 
steme combiniert erzeugen (144) zwei Flächen Ton den Ordnungen ^uai^^u^-v 
0»^-|-^£ij_s' Diese haben offenbar diejenige Curve gemein, welche den Ort 
der Puncte bildet, durch welche eine unbegrenzte Zahl von je ft entsprechen- 
den Flächen der ersten ß gegebenen Systeme hindurchgehen. Wir wollen vor- 
auBsetzen, die Ordnung dieser Curve sei d'yc£,i~~ ^;e,s * ^^^ beiden Flächen 
schneiden sich dann noch längs einer andern Curve ven der Ordnung : 

also von der Ordnung t^fx^^^y wenn man folgende Identitäten beachtet: 

Die zweite Curve ist der gesuchte Ort. 

146. Es seien f(+2 lineare projectivische Flächensysteme von den 
respectiven Ordnungen ^i»^^»*">^ß^% und (Ai + 2)-ter Stufe gegeben ; ein nie- 
deres System (Ai-{-l)-ter Stufe, das im ersten gegebenen Systeme enthalten 
ist, und die niederen Systeme, welche ihm in den andern gegebenen Systemen 
entsprechen, erzeugen eine Fläche von der Ordnung ^ni^i (1^4). Zwei so 
erhaltene Flächen ^ni^i'^^ Ordnung entsprechen für jedes gegebene System 
zwei niederen Systemen von der 0^+l)-ten Stufe, die in demselben gegebenen 
Systeme enthalten sind, und ein niederes System ju-ter Stufe gemein haben. 
Die beiden Flächen enthalten folglich die Curve fl»^j.2,2'*®° Ordnung, die 
durch die a-{-2 entsprechenden niederen Systeme ;ci-ter Stufe erzeugt wird 
(145)^ und schneiden sich also längs einer andern Curve von der Ordnung 
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Dieselbe liegt in allen analogen FlXchen ^^.^^-ter Ordnung *), nnd ist folg- 
lich der Ort der Pnncte, durch die eine unbegrenzte Zahl von je A<-|-2 ent- 
sprechende Flächengruppen ebensovieler linearer projectivischer Flächen- 
Systeme (jE£4-2)-ter Stufe hindurchgehen. 

Wenn also /ui Systeme A*-ter Stufe eine Curve von der Ordnung fii'^ i'^^ß 3 
erzeugen, so erzeugen auch ß+2 Systeme der Ott+2)-ten Stufe eine Curve 
der (6'yE£ I 21—^^ 1 2t)*t®n Ordnung, und die Ordnung der Curve, die durch 
A+2 Systeme fi-ter Ordnung erzeugt wird, ist Ä«! 29. Die gemachte Vor- 
aussetzung hat nun aber für ;k=1,2, 3 statt, also ist sie allgemein. 

147. Angenommen, die Ordnung der osculierenden Developpablen der 
Curve fi^^'ter Ordnung, die (146) durch pL lineare projectivische Syateme 
(/*— 2)-ter Stufe erzeugt wird, sei 

dann bildet diese Curve zugleich mit derjenigen von der Ordnung 0'„ i""^« 2 ' 
welche durch ß lineare projectivische Systeme der /i-ten Stufe erzeugt wird, 
von denen die obengenannten Systeme (;e— 2)-ter Stufe als niedere entsprechende 
Systeme einen Theil bilden, den vollständigen Durchschnitt von zwei Flächen 
0^j-ter Ordnung, und die Ordnung der osculierenden Developpablen dieser 
letzteren Curve ist also gleich 

Die letzte Curve in Verbindung mit deijenigen, von der Ordnung ^ß^^^i 
welche durch ß-i-2 lineare projectivische Systeme jn-tev Stufe gebildet wird, 
deren ß erste die schon genannten sind, bildet den vollständigen Durchschnitt 
zweier Flachen von den respectiven Ordnungen ^ai+^'/iü»!,^/» 1+ V+» (^*^)» 
und daher ist (120) die Ordnung der osculierenden Developpi^len der Curve 
^ß+i,i gleich 

( Vi+ ^/£+i,i-2XÖ;,+ 2^-^ Vl+ ^M.») 

oder auch: 

wenn man auf die oben (145) angegebenen Identitäten Rücksicht nimmt« Die 
Richtigkeit der angenommenen Voraussetzung ist aber im Falle Ai= 1, 2, 3 
schon bewiesen, und wir haben daher den Satz: 

Der Ort eines Functee, durch welchen eine unbegrenzte Zahl von Gruppen 
öw« Je fi entsprechenden Flächen ebensovieler projectivischer Systeme respective 
von den Ordnungen »'j , Vj , . . . , »*„ und fi-ter Stufe ^) bestehend hindurchgehen, 
ist eine Raumcurve von der Ordnung 



1) Man beweist dies wie im Falle der Systeme dritter Stufe (136). 

2) Das heisst, der Ort der gemeinsehafUichen Basispuncte von ß entsprechen- 
den Bflsoheln. 
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und die Ormung ihrer oscuUerendtn DevdoppcMen ist: 

Der Ort eines Punctes, durch welchen je ß+2 entsprechende Flächen eben- 
sovieler linearer projoctivischer Systeme der respecHven Ordnungen v ^ , v^ , . . ., 
V+s ^^^ ^'^^ Stufe hindurchgehen i ist eine Raumcurve von der Ordming 
9pi^2»' ^^ Ordnung ihrer osculierenden Developpablen ist: 

14g. Es seien jetzt At— 1 lineare projectivische Flächensysteme gegeben 
Von den Ordnungen *'i>*'2'*'' V— i ""^ A^-ter Stufe. In einem derselben 
nebmen wir drei niedere Systeme (/£'~2)-ter Stufe an, die öin und dasselbe 
niedere System (/ä— 3)-ter Stufe in sich schliessen. Jedes der drei niedern 
Systeme erzeugt in Gemeinschaft mit den entsprechenden niederen Systemen 
der xtndem gegebenen Systeme eine Fläche (ö/£_ii)-ter Ordnung (144), 
Die so entstandenen drei Flächen gehen gleichzeitig durch die Curve 0^(^_| ,- 
ter Ordnung, welche durch die fi—l niedern entsprechenden Systeme (/*— 3)- 
ter Stufe erzeugt wird (145). Da nun die Ordnung der osculierenden De7e- 
loppablen dieser Curve (147) gleich ist: 

80 haben (121) die- drei Flächen ausser dieser Curve noch 

gemeinschaftliche Puncto. 

Diese Puncto sind allen analogen Flächen 0m.i ^-ter Ordnung gemein ^), 
welche den verschiedenen ni0dern Systemen (At— 'i)ter Stufe entsprechen^ die 
in den vorgelegten Systemen enthalten sind; also gilt der Satz: 

Die Zahl der Puncte, welche einen gemeinsamen Basispunct von A— 1 e/U- 
sprechenden Netzen in ß — l gegebenen linearen pröjectitischen Flächensystemen 
ß'ter Spufe vnd von tien respecHven Ordnungen A'i > »^2 '• ' * ' ' V— i ^^'^^ ^^ 

149. Gegeben At+3 lineare projectivische Flächensysteme A^-ter Stufe 
und von den respectiven Ordnungen ^if^^,*^^»' " * ^ßj^-^'y ^^^ sucht die Zahl 
der Puncto, welche je A^+^ entsprechenden Flächen gemeinschaftlich sind. 

Die ß ersten Systeme nach und nach mit dem (At+l)-ten, (A*+2)-ten, 
(At+8)-ten Systeme combiniert erzeugen (144) drei Flächen von den respecti- 
ven Ordnungen 

^ß,i^ Vh- i » ^ß,i^ V+ 2 » ^ßX^ V+3 • 
Diese Flächen haben die Curve von der Ordnung 



1) Man beweist dies wie im Falle der Systeme dritter Stufe (135)« 
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gemein, deren osculiereiide Developpable die Ordnungs^l 

hat, und welche durch die ersten ß Systeme erzeugt wird (147). Die drei 
Flächen haben also (121) noch folgende Zahl von Puncten gemein: 

oder 0M_i,3Ä vermöge der Identitäten: 

Wir haben also den Satz i): 

Die Zahl der Putkcte des Raumes , durch welche je At+3 entsprechende 
Flächen ebensometer linearer projectivischer Flächensysteme van den r^speetimn 
Ordnungen *'i»*'2'* * ' V+8 **'**^ ^'^^ Stufe hindurchgeheu, ^ ^ni^^» 



•GAP IT EL IX. 

SYMMETRISCHE COMPLEXE. 

150. Es seien ß-^rX lineare projectivische Systeme ;tt-ter Stufe gegeben. 
Wir fixieren im ersten Systeme A 4" 1 Flächen, die hinreichend sind, dasselbe 
vollständig zu individualisieren, und betrachten jede» andere durch die /* + ! 
Flächen festgelegt, welche den obigen projectivisch entsprechen. Jede beliebige 
dieser (/*+l)2 Flächen, welche auf die eben aus einander gesetzte Art die 
ß-^\ Systeme bestimmen, kann man dann durch das Symbol Pp^ bezeichnen, 
wo der Index p allen Flächen desselben Systems gemein ist, der Index (t 
dagegen ß-\-\ entsprechenden Flächen. 

Dies vorausgesetzt, sagen wir, die At+l Systeme bilden einen symme-' 
trischen CompleXf wenn sie sämmtlich von der v-ten Ordnung sind und aus- 
serdem die Symbole i^,^ und P^^ ein und dieselbe Fläche ausdrücken. 

151. Es sei ia=:l, das heisst, man habe den symmetrischen Coropl«z: 

P P 

p p 

^21 » -^22 

gebildet durch die beiden projectivischen Büschel 

C-*ll f ^12 >•••/> \-^2l ' 22 »•••/> 

1), Man vei;gleiche Salkov, a, a, O.^ p. 492-^495* 
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welche die Fläche ^13^^21 gemein haben ^ die sich aber nicht selbst ent- 
spricht. Auf dieser Fläche liegen die Basiscurven beider Büschel, welche 
sich in den »'^ Pnncten schneiden , die den drei Flächen F^^ , F^^ , F^ ge- 
mein sind. 

Die Fläche P der 2v-ten Ordnung, erzeugt (107) durch die gegebenen 
zwei Büschel, wird längs der Basiscnrve des ersten Büschels Ton der Fläche 
Pjj dieses Büschels berührt. P wird in der That (107) in einem beliebigen 
Pnncte genannter Curve von einer Fläche des ersten Büschels berührt, die 
derjenigen Fläche des zweiten Büschels entspricht, welche durch den näm- 
lichen Punct geht. Aber F^ ist eine Fläche de« zweiten Büschel« und ent- 
hält die Basiscurve des erßten Büschels vollständig; folglich u. s. w. 

In ähnlicher Weise wird die Fläche P auch von derjenigen Fläche P„ 
längs der Basiscurve des zweiten Büschels berührt, welche der Fläche F^^ 
des ersten Büschels entspricht. In den gemeinschaftlichen Puncten der beiden 
Basiscurven wird P also von beiden Flächen P^^ , F^^ berührt. Diese 
Flächen sind aber beliebig gewählt, und haben daher im Allgemeinen keinen 
Berührungspunct, und es sind mithin die gemeinschaftlichen Puncte d^r drei 
Flächen I^niPi^f^n ^ ^ Doppelpunote. Dies liefert den SaU: 

Die van zwei projecUvüchm FlächenlnUcheln v-ter Ordnung , die einen 
eymmetriechen Complex bilden^ erzeugte Fläche hat v^ Doppelpuncte, 

Die Flächen v-ter Ordnung, welche durch die obigen v' Puncte gehen 
bilden ein Netz, und folglich bilden diejenigen, welche ausserdem noch durch 
einen andern beliebigen Punct — den wir auf P annehmen — gehen, ein 
Büschel. Die Basiscurve vg^ter Ordnung dieses Büschels hat daher 2vS-j-i 
gemeinschaftliche Durchschnittspuncte mit P, die von der 2v-ten Ordnung ist, 
und liegt daher vollständig auf dieser Fläche. Jede Fläche v-ter Ordnung aUo^ 
welche durch die v' Doppelpuncte von P gehiy achneidet diese Fläche in zwei 
getrennten Curven v^-ter Ordnung, die eich in den genannten Functen achneiden. 
Durch jeden Funct von P g^t eine der vorgenannten Cfurven, welche die Basis 
eines Flächenbüchels vier Ordnung bildet. Zwei beliebige von diesen Curven 
liegen stets auf der nämlichen Fläche v-ter Ordnung und können also ausser 
den v8 Functen keinen weitem Funct gemein hohen. 

Die beiden Curven bilden die Basiscurven zweier Büschel v-ter Ordnung, 
zwischen denen man eine solche projectivische Abhängigkeit herstellen kann, 
dass die durch sie erzeugte Flache genau P ist. Jede Flache des Büschels, 
welche durch die Basiscurve desselben hindurchgeht, schneidet in der That 
P in einer Curve v^-ter Ordnung, die in Gemeinschaft mit der Basis des 
andern Büschels die entsprechende Fläche dieses letztem bestimmt. Es gibt 
aber eine Fläche, die beide Basiscurven enthält, und daher sowohl dem einen 
als dem andern Büschel angehört. Als Theil des ersten Büschels schneidet 
sie P in einer neuen Curve, welche mit der Basis des zweiten Büschels iden^ 
tisch ist. Die Fläche also, welche in diesem zweiten Büschel ihr entspricht, 
schneidet P längs zwei mit der Basis eben dieses zweiten BüscheU zusammen" 
fallenden Curven, das heisH, berührt P in dieser Curve, Auf diese Weise 
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ist klar, diue die Curven v^-ter Ordnung, welche durcf* die v* Doppilpwncte 
gAen, Berükrungscurven — Charakteristiken — zwischen P und gewissen Flächen 
V'ter Ordnung sind die dem genannten Netze angehören» P ist also (50) die 
eiDfaiillende FlSohe einer eiDfach noendtichen Reihe von Flächen, von denen 
je zwei dnrch einen beliebigen Pnnct des Raumes gehen; unter ihnen be- 
findet «ich auch P^^ , P^ . 

152. Es sei jetst Ai=2, man betrachte also den symmetrischen Coroplex 

P P P 

Ml » -^1« » -^13 
P P P 

P P P 

-^81 ' ^32 » ^83 

dargestellt durch die drei projectivischen Flächennetce y-ter Oi'dnung 

V 21 ' 22 » 28 y " *f f 
( 81 * 82 ' 88 »•••'> 

worin Pg, = P33 , P,j = Pj3 , P„ = P,i ist. Es sei 9 die Fläche 3»/.ter 
Ordnung, die den Ort eines Punctes bildet, in dem sich je drei entsprechende 
Flächen der drei Netee schneiden (121), dann kann man diese Fläche in. 
folgender Weise construieren. 

Die beiden projectirischen Büschel (P^ , P^s »•••)» (-^32 j -^88 ' - * *)i d>® 
einen symmetrischen Complex bilden, erzeugen (151) eine Fläche P^^ der* 
2y-ten Ordnung, welclie von P^ längs der Curve P33P33 t ^^^ Basis des 
zweiten Büschels, berührt wird. Analog geben die projectivischen Büschel 
(Pjj , Pj3 , . .) , (Pjj , P33 , . .) , die ebenfalls einen symmetrischen Coroplex 
bilden, eine Flädie P^^ der 2w-ten Ordnung, die von P33 in der Curve 
^31^33 herührt wird; und die beiden projectivischen Büschel (P^^ , P33 , . . .)* 
(P3J , P33 , . . .) oder, was dasselbe ist^), die projectivischen Büschel (Pi^y 
^iZf-)9 {-^32 > -^38 » • • •) erzeugen eine Fläche P^j oder P^j der 2vten Ord- 
nung die von P33 längs der zwei Curven P^^P^z f ^^z^zs geschnitten wird, und 
also in den beiden Curven gemeinschaftliehen Puncten von P33 berührt, das 



1) £ine Fl&ohe 2v-ter Ordnung, die (107) mittels zweier projectivischer Büschel 
(ü , V)j{ü' , V') , eneogt ist» die von derselben Ordnung v sind, Iftsst sich auch 
ans zwei projectivischen Bftaoheln (U, U') , ( F, V') herleiten, in denen zwei Fl&chjen 
TJ*', V" sieh entsprechen wie folgt: Man nehme beliebig die Fl&ohe U" unter denen, 
welche durch ÜÜ* gehen. Biese Fl&che schneidet die Fl&che (2v) l&ngs einer an- 
dern Cunre h der v'-ten Ordnung, durch welche man in Gemeinschaft mit VV' eine 
Flache V" der v-ten Ordnung legen kann. In der That hat k mit der Basis VV* 
eine Zahl von v^ Puncten gemein — die gemeinschaftlichen Puncte der Fl&chen 
U",Vf V* " und eine Fl&che der v-ten Ordnung, die durch die Basis VV* und 
durch einen Punet von k, der nicht dieser Basis angehört, geht, hat also i*^-]-! 
Puncto mit k gemein, und enthält also diese Gur?e volist&ndig. 
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heisst in den gerteinichaftlichen Puncten der drei Flächen ^isi^aa»^»- 
Diese Punete bilden die Basiepuncte de& dritten gegebenen Netses. 

Die mit P^ »Pj» analogen Flächen, die mittelst Böscheln entstehen, die 
sich im zweiten und dritten Netze entsprechen, bilden ein neues Netz (120), 
nnd jede von ihnen kann man durch diejenigen Büschel des dritten Netzes 
individualisiert denken, welche zur Construction benutzt wurden. Dasselbe 
gilt für die zu Pgj , P^^ analogen Flächen, die durch entsprechende Büschel 
des ersten und dritten Netzes entstehen. Es folgt somit, dass die Netze 
(Pj j, P^g, . . .) » (P21' -^ss > * ") projectivisch sind , und besonders die Büschel 
(Pii , Pjj) , (Pji } P22^ projectivisch, welche sich in diesen Netzen entsprechen. 

Die Fläche Pjj des Netzes (Pjj , P^g > • • •) ""^ die Fläche P^j des 
Netzes (Pg^ , Pgg , . . .) entsprechen demselben Büschel (Pgj , P^) des dritten 
Netzes und bezüglich den Büscheln {P^ , Pgg) , (Pj.^ ,' -f^j) des zweiten und 
ersten Netzes, und diese Flächen enthalten daher ausser der Curve JP^j^ 
diejenige Curve 3v2-ter Ordnung, welche den Ort der Punete bildet, in denen 
sich drei entsprechende Flächen dieser drei projectivischen Büschel schneiden. 
Diese zweite Curve gehört auch der Fläche $ an, da die obigen drei Büschel 
sieh In den gegebenen drei Netzen entsprechen. 

Analog entsprechen die Flächen P^^ des Netzes (P^^ , P^, , « . .) und F^ 
des Netzes (P^^ , P^^^ > • • •) demselben Büschel (P^^ , P^) des dritten gegebenen 
Netzes und bezüglich den Büscheln (P^^ , P^^) , (P^^ , P^^) des zweiten resp. 
ersten -Netzes. Sie enthalten daher ausser der Curve ^21^2^ '^^^ Cur vis 3v'- 
ter Ortung, welche durch die genannten drei Büschel entstehtydie ebenfalls 
projectivisch sind. Die fragliche Curve liegt auch auf der Flä6h0 $, da 
die drei Büschel in den drei gegebenen Netzen sich correspondieren. 

Genau in derselben Weise hat eine beliebige Fläche P^^ des Büschels 
(P^^ , Pjg) mit der entsprechenden Fläche P^^ des pf ojedüvischen Büschels 
{^21 9^22) — beide Flächen entsprechen demselben Büschel des dritten gege- 
benen Netzes — nicht nur eine Curve vMer Ordnung — Basis dieses Büschels 
— geroein , die auf Pgg und auf einer Fläche des Büscheln {P^i » ^^33) ^icg*» 
sondern auch eine Curve 3^2-ter Ordnung, die durch drei entsprechende 
Büschel entsteht und also auf $ liegt. £s folgt noch, dass $ und P^ zvr 
sammen den vollständigen Ort darstellen, der durch die projectivischen Büschel 

(^11 »^12) »(^21 »^22) erzeugt wird. 

Da nun diese Büschel einen symmetrischen Complex bilden, so toird 
(IM) die Fläche $ von Pj^ und Pg^ länge zweier Ourven van der Su^-ten 
Ordnung berührt, welche o>uf'2 ^^ liegen; und die Doppelpuncte von 9 sind 
die gemeinschaftlichen Puncto der drei Flächen T^n^^i^iTf^- Wir haben 
aber oben gesehen, dass diese Flächen gleichzeitig von P^ in den vs Basis- 
puncten des dritten gegebenen Netzes berührt werden , und da jeder dieser 
Berührungspuncte (21) vier Durchschnittspuncte der Flächen P absorbiert, 
so hat die Fläche $ 

Doppelpuncte, durch "welehe aUe Flächen P geben. 
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AiiB dem eben Bewiesenen folgt ansserdem: 

1. $ ist zugleich mit P33 die eiohülleode Flache einer einfach unend- 
lichen Reihe von Flächen Pjj , Pj^ , . . . Jede Fläche P^^ ist die einhüllende 
Fläche einer analogen Reihe yon Flächen v-ter Ordnung wie P^^. Umge- 
kehrt gibt jede Fläche Ppp einer Reihe von Flächen Poo Entstenung, deren 
einhüllende Flache durch ^ und durch Ppp dargestellt wird. Jede Fläche 
"Bpp berührt $ längs einer Charakteristik der di^^-ten Ordnung, während Ppp 
die Flache 9 in v^ Pnncten berührt, den Basispuncten eines Netzes von 
Flächen Pp^. 

2. 9 ist aiu^ der Ort der Doppelpuncte der Flächen fpp» Denn ein 
Doppelpnnct von P^^ ist in allen Flächen des Büschels (P^g } -^ss) °°^ ^° 
allen denen des Büschels (P^,P^ gelegen, und durch ihn geht auch eine 
Fläche des Büschels (Pi2 9^iz)'^ folglich ist dieser Punct, da er drei ent- 
sprechenden Flächen der drei genannten Büschel angehört, die in den gege- 
benen Netzen enthalten sind, ein Punct des Ortes $. 

153. In ähnlicher Weise kann man die Fläche 9 construieren, die den 

Ort der Puncte bildet, in denen sich je drei entsprechende Flächen der drei 

projectivischen Netze 

(P, Q,Ä,...), 

(P', Q',Ä',...), 

(P",Q",Ä",...) 

von den respectiven Ordnungen v, v', u" schneiden, die keinen symmetrischen 
Complex bilden (127). 

Die beiden projectivischen Büschel (Q' , R') , (Q" , R") erzeugen eine 
Fläche Pj von der (»''+v")-ten Ordnung, welche durch E" in den beiden 
Curven E'*&*',R"Rf geschnitten wird. 

Die beiden projectivischen Büschel (Q", B"),(Q , R) erzeugen eine Fläche 
P'i der Ordnung u"+v^, die von R" längs der beiden Curven R"Q"yR"R 
geschnitten wird. 

Die beiden projectivischen Büschel (P', Ä') , (P", R") erzeugen eine Fläche 
Pj von der Ordnung v'^ y'', die von i2" in den beiden Curven R'^P'*, R"R* 
geschnitten wird. 

Endlich erzeugen die beiden projectivischen Büschel {P*\ R'*) ^{P, R) 
eine Fläche P', der (v"+v),ten Ordnung, welche von R*' längs der beiden 
Curven R'*P'*, R"R geschnitten wird. 

Die Flächen P^ , Pg bestimmen ein Büschel (v'-j- v'O-ter Ordnung, welches 
dem Büschel (Q", P') projectivisch ist. Ist S'* eine beliebige Fläche dieses 
letzten Büschels, so erzeugen die entsprechenden und daher projectivischen 
Büschel (aS', R') , (aS", ä'O diejenige Fläche P des Büschels (P^ , Pg), welche 
S" entspricht. 

Analog bestimmen die Flächen P'^ , P'^ ein Büschel von der {v"-]- v).ten 
Ordnung, das ebenfalls dem Büschel (Q"f P") projectivisch ist. Die 8** ent- 

CuMOVA, Ob«rflSeb«n. 9 



130 Zweiter TheU, [Cap. IX. 

sprechende Fläche P' wird von den entsprechenden projectivischen Büscheln 
(*$•', R") (S , R) erzeugt. 

Die Flächen P , P' enthalten offenbar ausser der Gurre R'S** die Carre 
der (vv'+v'v"+i/"v)-ten Ordnung, Ort eines Punctes (122) in dem sich drei 
entsprechende Flächen der drei projectivischen Büschel (S, R), {S\ R% (/S", Ä") 
schneiden. Diese Curve liegt auf $, da die drei obigen Büschel sich in den 
drei gegebenen Netzen entsprechen. Wir haben daher das Endergebniss: 
Die projectivischen Büschel (Pj , P^) , (P'j , P'g) erzeugen einen Ort^ der oua 
den Flächen R" und $ ztuammengesetzt ist, 

154. Wir setzen jetzt voraus, es sei v'' = v'=v. In diesem FaUe 
schneidet (152, Anmerkung) eine beliebige Fläche Rq des Büschels {Rf, B!') 
die Flächen P^ und P^ in zwei Cnrven , die bezüglich auf zwei Flächen 
Qq,Pq liegen, welche den Büscheln (Q', Q") , (P' ,P") angehören. Daran« 
folgt, dass die projectivischen Netze 

(P, Q, R,...), 

(P", Q", Ä", . . .) 

denselben Flächen Pj , Pj , P', , P', Entstehung geben, und eine Fläche 3»'-ter 
Ordnung erzeugen, welche mit $ vier Curven der 3v'-ten Ordnung gemein 
hat, und also vollständig mit dieser Fläche zusammenfällt. Das heisst: 

Wird eine FläcM Sv-ter Ordnung durch drei projectivische Netze 

(Pf Q , i? , . . .) , 
(P, Q', R», . . .) , 
(P", Q", Ä", . . .) , 

v-ter Ordnung erzeugt, so Jcann man för ein beliebiges dieser Netpe, z, B, für 
das zweite, ein neues Netz 

siibstituieren, dcu den gegebenen proj&^visch ist, und aus FUUAen gebildet wird, 
die bezüglich den Büscheln (P, P') , (Q', Q") , (Ä', £")>••• ang^tören. 

Analog können wir einem der drei gegebenen Netze 

(P, Q, R,...) 
ein neues Netz 

(Pi > Qi > -ßi > • • •) 

substituieren, wo die Flächen P^ , Q^, i?^ , . . . bezüglich den Büscheln (P', Pq), 
(Q\ Qq), {R', i^o), ... angehören oder, was dasselbe ist, den Netzen (P, P, P'), 
(Q, QS Q'O , (R> R', R"y Man kann endlich dieseibe Flädie 9 auch mitteüt 
drei netter Netze 

(-^1 1 Qi > ^1 > • • •) » 

(-P| > Q| > ^ I • • » 
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erzeugen, die den gegebenen projectiviech sind und aus Flächen 

1 ' i ' 8 > • * » ^i » ^ > ^8 > * • » 1 ' 2 > 8 f ' ' ' 

gdfüdet werden, weiche bezüglich den Netzen 

(P,P',P'S...), 

(Ä , R\ R*% . . .) , 
Aber noch mehr: Die projectivischen Netze 

(Q.Q*, Q", Qi,...). 

\R , R f R f R, f t » ,) f 
erzeugen eine Fläche 3v'-ter Ordnung, welche die vier Curven 

*1 9> 1* 1' 1 2' "2* '2 

der 3)^3 -ten Ordnung enthält und also mit $ zusammenfällt. Die ProjectiTität 
dieser drei Netze lässt sich sehr leicht bestimmen. Es sei P^ eine beliebige 
Fläche des BCischels (F, F')\ die entsprechende Fläche Q^ bestimmt sich 
dann in der Art, dass die von den projectiTischen Büscheln (P, P', F^), (Q, Q', Q^) 
erzeugte Fläche mit deijenigen zusammenfällt, die durch die Büschel (P, Q), 
(P', Qf) erzeugt wird. Dadurch ist aber das Gesetz des gegenseitigen Ent* 
Sprechens gegeben. Man gelangt also so stufenweise zur Aufldsung des all- 
gemeineren Problems: Man nimmt im Netze (F,F\F") beliebig eine Fläche 
an, und sucht die entsprechenden Flächen der andern beiden Netze {QfQ!, Q*% 

(Ä,ÄSÄ«). 

155. Wir gehen über cur Betrachtung des symmetrischen Complexes 

F P F F 
F F F F 

^ 21' ^22''*^23»'*^24 

F F F F 

-^Äl ? -^2 > ^4» » -SM • 

bestehend aus vier projectirischen linearen Flächensystemen dritter Stufe 
und y-ter Ordnung, in denen 

■P« = -^21 * ^18 = ^81 > -^14 = -^41 > ^n = -^82 I -^24 = -^^42 » -^84 = -^48 ' 

Die Fläche D der 4v-ten Ordnung, Ort der Puncte, welche vier entsprechen- 
den Flächen gemein sind (138), lässt sich in folgender Weise construieren. 

Die drei projectirischen Netze 

(^22 » ^2» ' ^24) » (^to » -^88 » -^84) » (-^42 ' -^48 > -^44) 

ergeben (152) eine Fläche $j^ der Sv-ten Ordnung, welche durch die Fläche 
P, erzeugt durch die Büschel (P33 , F^ , (P^j , P^), längs einer Curve 3*'»-ter 

9* 
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Ordnung berührt wird — dieselbe liegt auf der Fläche, die durch die Büschel 
(P32 , P^) , (P^2 , F^) oder durch die Büschel {P^ , PJ , (P^g , P^^) erzeugt 
wird — und der Ort eines Punctes ist, in dem sich je drei entsprechende 
Flächen der projecti vi sehen Büschel (P^Sf^^i) » (^ds^^u^f^^w^ii^ schneiden. 
In ähnlicher Weise erzeugen die drei projectivischen Netze 

(-''ll » -^18 » VI4) » (^81 » ^88 * "34) ' ^^U » -^48 ' ''44) 

eine Fläche 9^ der 3v-ten Ordnung, welche von der Fläche P in einer 
Cnrve di^'-ter Ordnung berührt wird, die auf der durch die Büschel (Pn^i^nX 
(P^,P^ oder die Büschel (^31 , -^34) , (-P!^ , P44) erzeugten Flache liegt 
und der Ort eines Punctes ist, der je drei entsprechenden Flächen der projec- 
tivischen Büschel (Pj3 , Pj^) , (P33 , Pj^) , (Pj3 , P^ gemeinschaftlich ist. 

Endlich erzeugen die drei projectivischen Netze: 

(^21 > ^7Z » ^24) » ( °31 » "^38 * 84/ » ( "41 » 'MS * "44) 

oder, was dasselbe sagen will (154), die drei projectivischen Netze: 

(m2 * '^13 » ^W * ( 82 » •'SS ' ^Zi) * \^l% » -MS » "44/ 

eine Fläche 9-^^ oder $^1 ^^^ 3v.ten Ordnung, welche von der Fläche P in 
den beiden obenerwähnten Curven 3v^-ter Ordnung geschnitten wird. Danot 
folgt, dass die gemeinschaftlichen Puncto dieser beiden Curven, also die 
4vS Puncto, durch welche (124) je vier entsprechende Flächen der projecti- 
vischen Büschel 

\^iZ » ^W > \r2Z » *84) » ( "s« » ^^54) ' ('43 » ^W 

hindurchgehen, so beschaffen sind, dass in jedem derselben die Fläche F 
alle drei Flächen ^^ , <S^ , 9^^ berührt. 

Die Flächen ^^^ , 9^^ bestimmen ein zu dem Büschel (P^^ , P^^) pro- 
jectivisches Büschel. Ist P^p eine beliebige Fläche dieses letztem Büschels 
und sind ^3/? > -Pj/? > Pi /> die entsprechenden Flächen der Büschel (P^iP^^i 
(Pjj , Pjj) , (Pjj , Pjj), so entsteht die entsprechende Fläche $j^ des Büschels 
($jj , ^jj) durch die projectivischen Netze 

\P%p t "23 ' ^^24) > \^3p * ^88 > * 34) > \-^ip » * 48 » "44) ' 

Die Flächen $^1 > ^22 bestimmen ein anderes demselben vorgenannten 
Büschel (P^2 ) -^41) projectivisches Büschel. Die Fläche $2/? ^^^ Büschels 
($21 9^22) 7 welche P^^ entspricht, entsteht durch die drei projectivischen 
Netze 

\^ip »^18 * M4) ' \°Bp * -^88 > "34) » (-^4/0 > -^48 » "*44) • 

Die beiden Flächen <Sip , $20 der 3v-ten Ordnung gehen gleichzeitig dnrch 
die Curve der 3v2-ten Ordnung, die durch die Büschel (P^j, P^^) , (P33 , P^) 
erzeugt wird, und auf der Fläche P liegt, und schneiden sich also ausserdem 
noch in einer Curve Gi^^-ter Ordnung, Ort eines Punctes (129), der je vier 
entsprechenden Flächen der vier projectivischen Netze 
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angehört Diese Carve liegt auch auf der Fläche D , weil diese vier Netze 
in den gegebenen Systemen sich entsprechen, und die beiden projectivischen 
Büschel ($j} , $12) f (^91 f ^») orzengen also einen Ort , der aus der Fläche 
P 2v.ter Ordnung und der Fläche D der 4v.ten Ordnung zusammengesetzt ist. 

Die Doppelpnncte des zusammengesetzten Ortes sind also (151) die 
Durchschnittspuncte der drei Flächen 9^^ , $22 > ^12 ' ^'^^^ ^rei Flächen be- 
sitzen aber 4^8 BerQhrungspuncte, welche 4.4^3 Durchschnittspuncten gleich- 
gelten, und also ist die Zahl der Doppelpnncte gleich 

(3v)8-4.4v« = llv3 , 

Nun sind die Doppelpnncte von F die vS Durchschnittspuncte der Flächen 
PggjP^jPg^ und folglich hat die Fläche D eine Zahl von lOv» Doppel- 
puncten, die auf allen zu ^S^j 9^2 1 ^13 analogen Flächen liegen. 

Da die Fläche D zugleich mit P vermittelst zweier projectivischer Büschel 
entsteht, welche einen symmetrischen Complex bilden, so wird sie von den 
Flächen ^^^ , 9^ und allen ähnlichen längs ebensovielen Charakteristiken 
6v^-ter Ordnung berührt, und die Bernhrungspuncte zweier Flächen $i|)$<i2 
liegen beide auf ein und derselben Fläche ^^^ * 

Man kann ausserdem D als den Ort der Doppelpnncte der Flächen 
^11 > ^22 ' • • • ^ß"^^^' J^J® Doppelpnncte von $^j sind nämlich (152) die- 
jenigen, welche einer unbegrenzten Zahl von Flächen gemein sind, z. B. die- 
jenigen, welche durch die Paare von projectivischen Flächenbüscheln 

^) (-^88 » "^34) » ( "43 ' "^44) » 

P) (-^82 » ''33 )» (m2 » "MS' * 

*) (-^22 9 -^33) 9 ( "48 9 -P43) 

erzengt werden, mit Ausnahme der gemeinschaftlichen Puncto der Flächen 

-^42 » -^43 > -^44* ^*' *'"° ^ ®'°®'' ^^®*®^ Doppelpnncte, so gehen durch jr zwei 
entsprechende Flächen A^ , Ä^ der Büschel ^), zwei entsprechende Flächen 
B^ , B^ der Büschel /?), zwei entsprechende Flächen Cg , C^ der Büschel <r) 
und zwei entsprechende Flächen B^ , B^ der Büschel x). Die Büschel der 
Colonne rechts sind in ein und demselben Netze (F^^ , P^g , P^^) enthalten, 
und die Flächen eines Netzes, welche durch ein und denselben Punct jr, der 
kein Basispunct des Netzes ist, gehen, bilden ein Büschel; folglich gehören 
die Flächen A^, B^, C^ demselben Büschel an, das in dem vierten gegebe- 
nen Systeme enthalten ist. Den Büscheln, welche dem letztern im zweiten 
und dritten gegebenen Systeme entsprechen, gehören bezüglich die Flächen- 
paare {B^f ^2)>(^8»^8) *"' "°^ der Punct jr, der allen diesen Flächen ge- 
mein ist, ist daher ein gemeinschaftlicher Basispunct drei entsprechender 
Netze in drei der gegebenen Systeme (dem zweiten, dritten und vierten). Dur^h 
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X geht auch eine Fläche des Büschels, welche jenen im ersten Systeme ent- 
spricht. Der Punct x liegt also in vier entsprechenden Flächen der vier 
gegebenen Systeme und ist daher ein Punct des Ortes D ; w. z. b. w. 

156. Wir wollen zuletzt die Fläche D der fiv-teu Ordnung betrachten, 
die der Ort eines Punctes ist, durch den je /i entsprechende Flächen von ii 
linearen projecti vischen Flächensystemen (ß—iyter Stufe und v-ter Ordnung 
hindurchgehen. Den Coraplex der ß Systeme setzen wir vorläufig als nicht 
symmetrisch voraus; dann erhalten wir durch die Flächen, welche diese 
Systeme individualisieren, die quadratische Matrix 

-^11 » ^li ' • • • ' ^iß 

21 > ^28 > • • • » '*2jtt 



... 
• * t 

. • • 



die ß Zeilen und ß Colonnen besitzt. Die Flächen derselben Zeile gehören 
demselben Systeme an, während die Flächen derselben Colonne sich ent* 
sprechen. 

Lassen wir in der Matrix die /o-te Zeile und <r-te Colonne aus, so er- 
halten wir einen niederen Complex aus ß—\ niedem projecti vischen Systemen 
(A4—2)-ter Stufe. Wir wollen durch D^^ die Fläche (ß—\)^'iet Ordnung 
bezeichnen, die von ihnen erzeugt wird (144). 

Lässt man nur die ^-te Colonne aus, so erhält man einen Complex von 

ß niedem projectivischen Systemen der (m— 2)-ten Stufe ; es sei hier h^ die 

ßiß — 1) 
Curve der ^ ^ v^-ten Ordnung, die sie erzeugen (147), eine Curve, die 

offenbar auf D liegt und auf allen Flächen D^j , Dj^ , . . . , D«^ 

Lassen wir nur die />-te Zeile in derselben Matrix aus, so behalten wir 
At— 1 projectivische Systeme (At— l)-ter Stufe übrig. Es sei Ip die von ihnen 
erzeugte Curve (147) der Ordnung: 

ro»-i)»- (/'-ixA'-2) -|,, ^ A^),, . 

Diese Curve liegt auf D und auf allen Flächen D^^ , D^j , . . . , T^pß- 

Vertauschen wir jetzt in der gegebenen Matrix die Zeilen mit den Co- 
lonnen, so dass wir die neue Matrix 

^n*-^2V'"*^ßi 
M2 ' '•^22 ' * • • » *ß% 



• • I 



• • < 



M/A> P^ßf • • •> ^ßß 

erhalten, so stellt diese einen neuen Complex von/£ linearen projecti vischanSyste- 
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jsen der (ß — l)>ten Stufo dar ^). Es sei Q[ die Fläche A^v-ter Ordnung, die diese 
Systeme erzeugen, und man bezeichne durch Q[^^ die Fläche der (ß^l)V'ten 
Ordnung, die aas der inversen Matrix auf dieselbe Weise entsteht, wie D^^ 
aus der primitiven Matrix erhalten wurde; durch h^,m^ aber die zuh^^lp 
analogen Gurven. 

Nimmt man an, es sei D^^ und Q^^ eine einzige Fläche, dann fällt 
auch die Cnrve k^ die den Flächen D^^ , D^^ , . . , D^^. gemein ist, mit der 
Cnrye m^ zusammen, die den Flächen Q^^ , CI^, . . ., CI^^ gemeinschaftlich 
angehört ; und in ähnlicher Weise fällt Ip mit hp zusammen. Folglich haben 
die Flächen D und Q[ alle Curven h und l gemein, und fallen daher in eine 

einzige Fläche zusammen , die von D^^ in zwei Curven h^ , h^ beide von 

aO»— 1) . . 

der Ordnung -^j — s" *^ geschnitten wird. Die eine derselben liegt auf allen 

Flächen D^^ , Dj^^ » • - > > die andere auf allen Flächen D^^ , D^, , . . . Die 
angenommene Yoranssetzang ist aber für ju ss 2 und ac = 3 bewiesen (152, 154) ; 
folglich gilt sie allgemein. 

Lassen wir in der gegebenen Matrix die /t>-te und <f~iQ Golonne ans, so 
erhalten wir fi niedere projectivische Systeme (A<-*^3)-ter Stufe, und die Zahl 
der von ihnen erzeugten Pancte ist (149) 

1.2.3 

Diese Puncte sind offenbar hp nnd k^^ gemein, und daher wird in diesen 
Puncten die Fläche D von der Fläche D^^ berührt. 

157. Es sei jetzt der durch die gegebene Matrix dargestellte Complex 
symmetrisch , das heisst es sei Pp^ = P„p , und daher auch Do^ = ^cp j 
^p^kp. Jetzt fallen die beiden Curven, in denen die Fläche Tipp die 
Fläche D schneidet, in eine einzige Cnrve zusammen, das heisst J^pp berührt 

D längs einer Curve kp der . ^ v^-ten Ordnung, die allen Flächen Djo, 

^%p ,'" 9 ^up ge>nein ist, und folglich schneidet D^^ die Fläche B in zwei 
Curven kp,k^f welche die Berührungscurven (Charakteristiken) zwischen B 
und Dp^ und B^^ sind. 

Di^ beiden Flächen B^^ , B^^ schneiden sich ausser in der Curve kp, 
die sie mit B gemein haben, in einer andern Curve von der Ordnung 

— I — ö — -y^, die durch die a*— 1 niedern pro jecti vischen Systemen (a^— 3)-ter 

Stufe erzeugt wird, die man erhält, wenn man in der gegebenen Matrix 
die p-ie Zeile und die p-te nnd «r-te Colonne weglässt. Diese Curve liegt 
offenbar auch auf der Fläche X der (a— 2)v.ten Ordnung, die von den ß—2 
niedern projectivischen Systemen (At— 3)-ter Stufe erzeugt wird, welche da- 



1) In Betreff der Bestimmung des projeciiyischen Eatsprechens der neuen Sy- 
steme sehe man den Schluss der No. 154« 
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durch entstehen, dass man die /9-te und ^-te Zeile und die /o-te und ^-te 
Colonne in der vorgelegten Matrix auslässt. 

Dieselbe Eigenschaft lässt sich für jedes Paar entsprechender Flächen 
der Büschel (Ppp t T^pa) > (D<r/> > ^cai nachweisen, die projectivisch sind, da 
sie (155) beide dem Büschel (Pfiff, Pfip) projectivisch sind. Die beiden 
vorgenannten Büschel erzeugen also einen aus den beiden Flächen X. und I) 
zusammengesetzten Ort. Da dieselben beiden Büschel einen symmetrischen 
Complez bilden, so sind (151) die Doppelpuncte des zusammengesetzten 
Ortes die gemeinschaftlichen Durohschnittspuncte der drei Flächen J^ooj 

Nun ist X dasselbe in Bezug auf die beiden Flächen D^^ , D^^ , was 

diese in Bezug auf D sind: folglich berührt X die 'Dooi^aa längs zweier 

^__1)(^— 2) '^^ 

Curven jede von der Ordnung — ^ — 5 — v», die man durch die Complexe 

der niedem Systeme erzeugen kann, welche man aus der gegebenen Matrix 
erhält, wenn man in beiden die /o-te und <r-te Zeile und bezüglich die p-U 
und <r-te Colonne auslässt. Die nämlichen beiden Curven bilden auch den 
Durchschnitt zwischen X und D/>^, wie man beweisen kann, indem man auf 
diese beiden Flächen das Raisonnement anwendet, das man oben (156) bd 
den Flächen D^^ und D benutzt hat. Die drei Flächen D^^, D^^ , D^ 
werden daher von ein und derselben Fläche X berührt, und berühren sich 
daher selbst untereinander in den 

A^(A^- 1)(A^~2) ^, 
1.2.3 

gemeinschaftlichen Puncten der obigen beiden Curven, das heisst, in den 
Functen, die durch die niedern Systeme erzeugt werden, welche die vorge- 
legte Matrix liefert, wenn man die /o-te und <r.te Zeile auslässt. Jeder dieser 
Berührungspuncte zahlt für vier Durchschnittspuncte , und folglich ist die 
gemeinschaftliche Zahl der Doppelpuncte von D und X gleich 

Wir haben somit den Satz: Die durch fi lineare projectivische Systeme 0»— !)• 
ter Stufe und v-ter Ordnung, die einen symmetriechen Complex bilden, erzeugte 

Fläche D hat | o""»^ ^ Doppelpuncte i). 

Wie im Falle a = 3 oder Ai = 4 (152, 155) würde man noch beweisen 
können, dass D auch der Ort der Doppelpuncte der zu T^pp analogen Flächen ist, 



1) Balkon, a. a. 0, S. 496. 
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CAPITEL X. 

EIGENSCHAFTEN DER CONJUGIERTEN 

KERNFLÄCHEN. 

158. Wir kehren zu der Betrachtung der Fundamentalfläche Fy der v-ten 
Ordnung snräck, die wir aU ganz allgemein, also ohne vielfache Puncto 
Torauseetzen. Wir haben gesehen (88), dass die ersten Polarflächen aller 
Functe des Baumes ein lineares System im engem Sinne der (i^— l)-ten Ord- 
nung bilden. Die Jacobiana dieses Systems, das heisst der Ort der Doppel- 
puocte der ersten Folarfläohen, oder auch (90) der Ort der Puncto, deren 
Qaadripolarflächen Kegel sind, ist (139) eine Fläche der 4(v--2)-ten Ord- 
nung. Man nennt diese Fläche die Hessiana oder die Kemßäche der Fun- 
damentalfläche. 

Es seien -Pi , -P, , 1*3 , P^ die ersten Polarflächen vier beliebiger Puncto 
apft,,«!), a^, die nicht in derselben Ebene liegen; man kann dann (139) 
die Hessiana als Jacobiana dieser vier Flächen (v— l).ter Ordnung ansehen 
Die ersten Polarflächen aller Puncto des Raumes in Bezug auf diese vier 
Flächen bilden nun (83) einen symmetrischen Complex aus vier linearen pro- 
jectivischen Systemen dritter Stufe und (v— 2)-ter Ordnung. Man hat da- 
durch den Satz: 

Die Hessiana besitzt 10(^—2)^ Doppelpuncte, die auf einer unbegrenzten 
Zahl von Flächen 3(v— 2)-<«r Ordnung ($jj , $13 , . . Uegen. 

Wjr bezeichnen durch Pp^ die zweite gemischte Polarfläche der beiden 
Pnncte üp,a^ und bedienen uns im Uebrigen der schon oben (155) ange- 
wendeten Symbole. Man sieht dann sogleich, dass ^^^ der Ort der Pole 
der Ebene a^^Oga^ ist in Bezug auf die ersten Polarflächen der Puncte der 
Ebene ^^^^a 0^^)} ^^ ^*^ ^ O^rt der Pole der Ebene ti^t^jx^ in Bezug 
auf die ersten Polarflächen der Puncte der Ebene ^iti^a^. Wenn aber (83) 
die Ebene <4''3^4 ^® (v-~2)-te Polarfläche eines Punctes jr ist in Bezug auf 
die erste Polarfläche eines Punctes Up der Ebene ajOjO^ so ist dieselbe 
Ebene ^i^\ ^^^ di^ ei^ste Polarfläche von a^ in Bezug auf die (v— 2)-te 
Polarfläche von jr, das heisst, a^ttja^ ist die Polarebene von a^ in Bezug auf 
die Quadripolarfläche von jr. 9^^ **^ ^^ ^^ ^ ^^*^ Punctes x, für den die 
Ebenen o^a^a^, 82^^« ^^ Bezug auf die Quadripolarfläche von X conjugiert 
sind ^). 

Man hat den specieHen Fall : $|| ist der Ort der Pole der Ebene 



1) Der Schnitt von $jj durch eine der Ebenen 02^8^4 > ^i^d^i ^"^ offenbar der 
Ort der Berührungspuncte der einen Ebene mit den ersten Polarfl&chen der Puncte 
der andern« 
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o^a^a^ in Bezug auf die ersten Polarflächen der Puncte derselben Ebene und 
auch der Ort eines Punctes, dessen Quadripolarfläehe die Ebene 62^3^4 ^' 
rührt; ^^.^ wird die nämliche Bedeutung in Bezug auf die Ebene a^a^a^ 
haben. Wir nennen die Flächen ^n y 9^ gemeine PoUxrflächen der respectiven 
Ebenen o^ttja^y ^iH^i ^^^ ^'® Fläche 9^^ die gemischte Polarflöbche der- 
selben beiden Ebenen. Wir haben so (155) den Satz: 

Die Hessiana wird von der gemeineti Polarfläche einer beliebigen Ebene 
längs einer Raumcuroe 6(v—2)*-f«' Ordnung berührt, welche der Ort der Doppd- 
puncte der ersten Polarflächen ist, deren Pole in der gegebenen Ebene liegen. 
Die beiden Berührungscurven der Hessiana mit den gemeinen Polarflächen 
zwei beliebiger Ebenen liegen beide auf der gemischten Polarfläche dieser beiden 
Ebenen, Alle gemeinen und gemischten Polarflächen und folglich auch aUe der- 
artigen Eaumcurven 6(v— 2)3-ter Ordnung gehen durch die 10(v— 2)« Doppel' 
puncte der Hessiana. 

159. Die gemeine Folarfläche $ einer beliebigen Ebene ü^u^a^ ^ 
4(v— 2)9 Doppelpuncte (152), die auf einer unbegrenzten Zahl von Flächen 
2(v— 2)-ter Ordnung (P^j , Pj, , . . .) liegen. Sind Up , a^ zwei auf einer gege- 
benen Geraden fixierte Puncte , und ist a^ ein auf einer andern Geraden g 
beweglicher Funct^ so bilden die Flächen Pp^^P^ zwei projectiyische 
Büschel, die eine FläcJie P der 2(v — 2)-ten Ordnung erzeugen^ welche der Ort 
der Polarcurven (v— 2)2-<er Ordnung der Geraden Vipü^ in Bezug auf die 
ersten Polarflächen der Puncte von g ist (86). Wenn aber (84) die ersten Folar- 
flächen von Upj a^ in Bezug auf die erste Polarfläche von a^ durch einen 
Punct üjj gehen y so geht umgekehrt die erste Polarfläche von a( in Bezug 
auf die (v—2)-te Polarfläche von a^ durch ap,a^, das heisst, die Polar- 
ebene Ton a^ in Bezug auf die Quadripolarfläehe von a^ geht durch die 
Gerade a^a^ P ist daher der Ort eines Punctes a^, für den die in Bezug 
auf die Quadripolarfläehe von 0^ Conjugierte von g durch die Gerade dpü^ 
geschnitten wird. In dieser Definition kann man offenbar die Geraden a^o^ 
und g mit einander vertauschen, und P ist also auch der Ort der Polar- 
curven von g in Bezug auf die ersten Polarflächen der J'uncte von a^a^ Nach 
dem Vorhergehenden schneidet die Fläche Pp^ die Fläche P in zwei Curven 
(v— 2)2-ter Ordnung deren eine die Polarcurve der Geraden o^a^ in Bezug 
auf die erste Polarfläche des Punctes a^ von g, und die andere die Polar- 
curve von g in Bezug auf die erste Polarfläche des Punctes a^ der Geraden 
üptiff ist. Die (v— 2)^ gemeinschaftlichen Puncte dieser beiden Curven sind 
aber ebensoviele Beriihrungspuncte zwischen Pp^ und P, und P ist daher 
auch die einhüllende Fläche der zweiten gemischten Polairfläche zweier beweg- 
licher Pole, eines auf g, des anderen auf apa^. Wir nennen diese Fläche P 
die gemischte Polarfläche der Geraden g und apü^ 

Für die Fläche $ sieht man leicht, dass die Pj^ die gemischte Polar- 
fläche der Geraden a^o^ , a^a^ ist. P^^ hat ebenso die nämliche Bedeutung 
in Bezug auf zwei zusammenfallende Geraden, das heisst, P^^ ist der Ort 
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der Pole, deren Quadripolarßä(^en die Gerade a^a^ berühren , u. 8. w. Wir 
nennen diesen Ort die gemeine Polarfläche der Qer«den d^Os* Aus Allem 
erhält man schliesalicb (152): 

Die gemeine Polarfläche einer gegebenen Ebene toird von der gemeinen 
Polarßäche einer beliebigen in dieser Ebene gelegenen Geraden länge einer 
Raumcurve 3(^—2)3 -<«• Ordnung berührt, die der Ort der Pole der Mene in 
Bezug auf die ersten Poiarflächen der Puncte der Geraden ist. Die beiden 
Berührungscurven zunschen der Polarfläche der Ebene und den gemeinen Po- 
larßächen zweier Grercukn, die in dieser Ebene gezogen sind, liegen auf der 
gemiaehten Polarfläche der beiden Gerad&t, Alle jene gemeinen und gemischten 
Polarflächen der Greraden der Ebene, und folglich attch alle obigen Raumcurven 
S(y—2)^-ter Ordnung gehen durch die 4(v— 2)^ Doppelpuncte der Poloflrfläche 
der gegebenen Ebene, 

160. Die Fläche Pp^ zweite gemischte Polarfläche der Puncto a^ , a^ 
lässt selbst wieder eine Definition zn, die derjenigen für die Flächen ^^^ 
und Pjj analog ist. Geht nämlich die erste Polarfläche von a^ in Besag 
anf die erste Polarfläche von a^ durch einen Punct a^, so geht umgekehrt 
(84) die erste Polarfläche von a^ in Bezug auf die (v^2)-te Polarfläche von 
a^ durch a^, das heisst, die Polarebene von a^ in Bezug auf die Qnadri- 
polarfläche von af geht durch a^. P^^ ist also der Ort eines Punctes ag, 
für den die Puncte Hp , «^ in Bezug auf die Quadripolarfläche von a^ con- 
jugiert sind. Fallen die Puncte a^ , a^. zusammen , so kommt man anf die 
Erklärung von Ppp zurück {gemeine zweite Polarfläche des Punctes a^). 

161. Die gemeine Polarfläche P einer beliebigen Geraden tt^Oj hat 
iy — 2)3 Doppelpuncte (151), die in einer unbegrenzten Zahl von Flächen 
(v-2)-ter Ordnung (Pjj , P^^ , . . .) liegen. Man wird so auf folgenden Satz 
geführt: 

Die gemeine Polarfläche einer gegebenen Geraden wird von der zweiten 
gemeinen Polarßäche eines beliebigen Punctes dieser Geraden längs einer Raum^ 
curve (v— 2)2-^er Ordnung berührt, welche die PcHarcurve der Geraden in Be- 
zug auf die erste Polarfläche des Punctes ist. Die beiden Berührungscurven 
zwischen der Polarfläche der Geraden und den zweiten gemeinen Pokaeflän^ten 
zweier beliebiger Puncte der nämlichen Geraden liegen coif der zweiten gemischten 
Polarfläche beider Puncte, Alle jene gemeinen und gemischten Polarflächen 
der Puncte der Geraden, und folglich auch edle obigen Ourven (v--2)2-for Ord" 
nung gehen durch die {v^2)^ Doppelpuncte der Polarfläche der gegebenen 
Geraden, 

162. Aus dem Vorhergehenden (159, 161) folgert man: Die gemeine 
Polarfläche einer Ebene ist die einhüllende Fläche der gemeinen Poknflächen 
der Geraden in dieser Ebene, und: Die gemeine Polarfläche einer Geraden ist 
die ekihüUende Fläche der gemeinen zweiten Polarflächen der Puncte dieser 
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Geraden, Man kann noch hinzufugen (152, 155). Die gemeinen und gemischten 
Polcurflächen zweier Creraden, die in derselben Ebene liegen, werden von der 
zweiten gemeinen Polarfläche des Durchschnittspunctes dieser Geraden in den 
nämlichen (v — 2)^ Punden berührt, (Es folgt daraus noch, dass die gemeine 
Polarßäche einer Ebene auch die einhüllende Fläche der gemeinen zweiten Po- 
larflächen der Puncte der Ebene ist) ; und { die geroeinen und gemischten Polar- 
flächen zweier Ebenen werden von der gemeinen Polarfläche der gemeinschaft- 
lichen Geraden beider Ebenen in denselben 4(v— 2)^ Puncten berührt. Aus- 
serdem auch noch (153): Die Ranmcurve 3(v— 2)2-ter Ordnung, Ort der 
Pole einer gegebenen Ebene in Bezug auf die ersten Polarflächen der Puncte 
einer gegebenen Geraden, liegt auf der gemischten Polarfläche dieser Ebene 
und einer beliebigen andern Ebene, welche durch die gegebene Gerade geht, 
und ebenso auf der gemischten Polarfläche dieser Geraden und einer andern 
beliebigen Geraden, die in der gegebenen Ebene liegt. U. s. w. ; u. s. w. 

163. Die ersten Polarflächen der Puncte einer beliebigen Geraden bilden 
ein Büschel, welches 4(v — 2)^ Flächen enthält, die einen Doppelpunct besitzen 
(125). Folglich der Satz: 

Der Ort der Pole, deren erste Poh/rflächen einen Doppelpunct haiben, ist 
eine Fläche A(v-2)^'ten Ordnung, 

Man nennt sie conjugierte Kemfläehe oder Steineriana, 

Wir können sagen (90), die Hessiana ist der Ort der Puncte, deren 
Quadr^olarflächen Kegel sind, und die Steineriana ist der Ort der Scheitel 
dieser Kegel, 

Die Hessiana und die Steineriana entsprechen sich Punct filr Puncto Ist 
ein Doppelpunct der ersten Polarfläche eines Punctes o', das heisst, ist o 
der Pol eines Quadrikegels mit dem Scheitel o', so sind die Puncte 0, 0' 
zwei entsprechende Puncte der Hessiana und Steineriana, 

164. Die Hessiana ist auch der Ort der Beruhrungspuncte zwischen den 
ersten Polarflächen (133). Es seien 0, 0* zwei entsprechende Puncte der 
beiden conju^erten Kemflächen, dann bestimmt die erste Polarfläche von 0' 
in Gemeinschaft mit einer andern ersten Polarfläche, die durch geht, ein 
Flächenbüschel, dessen Flächen in von derselben Ebene E berührt werden. 
Jeder Punct p, der dieser Ebene und der Polarebene von gemein ist, 
besitzt eine zweite Polarfläche, die durch geht — die Gerade po ist in 
der That Tangente der ersten Polarfläche von p in 0. — Nun besitzt der 
Punct 0' aber selbst diese Eigenschaft, also liegt 0' auf dem Durchschnitt 
der Ebene E mit der Polarebene von 0, das heisst, die Ebene E geht stets 
durch die Gerade 00'. 

165. Es seien 0, 0^ zwei unendlich nahe Puncte der Hessiana; 0', 0'j 
die ihnen entsprechenden Puncte der Steineriana. Sobald die ersten Polar- 
flä^en von 0', 0'^ unmittelbar aufeinander folgen und je einen Doppelpunct 
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Of 0j besitzen , geht ihre Darchachnittacurve dorch o, und folglich idiibs die 
Polarebene von o durch o'a\ gehen, welche Gerade die Steineriana in o' 
berührt. Diee ist stete richtig, was auch die Richtung dieser Tangente ist, 
und folglich ist die Polarthene einee PuncUa der Heeaiana Tangenüalebene 
der Steineriana im entsprechenden PtMCte» 

Man leitet hieraus ab, dass die Steineriana eine Fläche v&n der 4(y— l)^(v— 2)* 
ten Classe ist^ denn dies ist die Zahl der Durchschnittspunote der Hessiana 
mit der Polarcnr^e einer beliebigen Geraden. 

166. Die Pole einer Ebene in Bezug auf die Fundamentalfläche sind 
(57) die (v— 1)8 Durchschnittspuncte der ersten Polarflächen dreier Puncte 
a, hy t dieser Ebene. Es sei a ein Punct der Steineriana, und abc die 
Tangentialebene dieser Fläche in a; in diesem Falle besitzt die erste Polar- 
fläche von a einen Doppelpunct a', und die ersten Polarflächen von b und c 
gehen durch a'. Daraus folgt der Satz : Die Tangentialebene der Steineriana 
hat in einem ihrer Puncte zwei mit dem correspondierenden Puncte der Hessiana 
fsusammenfallende Pole, 

167. Ein Doppelpunct m der Hessiana liegt auf der gemischten Polar- 
fläche zweier beliebiger Ebenen (158), das heisst, es gibt auf einer beliebigen 
Ebene einen solchen Punct, dass die Polarebene von m in Bezog auf die 
erste Polarfläche dieses Punctes unbestimmt ist , oder anders ausgedrückt : 
es g^bt in einer beliebigen Ebene einen Punct, dessen erste Polarfläche in m 
einen Doppelpunct hat. Folglich ist m ein Doppelpunct einer unbegrenzten 
Zahl erster Polarflächen, deren Pole, die natürlich der Steineriana angeboren, 
(163) in gerader Linie liegen, denn es gibt einen solchen Pol in jeder belie« 
bigen Ebene. Dem Puncte m entspricht also auf der Steineriana anstatt eines 
einzigen Punctes eine Gerade, von der daher jeder Punct für die Quadripolar^- 
fläche von Vf ein Doppelpunct ist. Das heisst : Die Quadripolaerflädie von m 
ist ein Ebenenpaar, wekhes durch diese Gerade geht, und die Polairebene von 
19 ber^ihrt die Steineriana längs dieser ^fcmzen Geraden. 

Man hat folglich den Satz: 

Die Steineriana enthält 10(v— 2)^ Gerade, die eiwseln den Doppelpuncten 
der Hessiana entsprechen. 

168. Zwei bezüglich auf der Hessiana und Steineriana gelegene Curven 
kann man entsprechend nennen, sobald die eine der Ort der entsprechenden 
Pnnote der Puncte der andern ist So sind zum Beispiel die ebene Curve 
iC^— 2)*-ter Ordnung, in der die Steineriana durch eine beliebige Ebene E 
geschnitben wird, und die Banmcurve 6(v— 2)3-ter Ordnung, längs deren die 
Hessiana von der gemeinen Polarfläche von E berührt wird (158), zwei ent- 
sprechende Curven, weil die zweite Curve der Ort der Doppelpuncte der 
ersten Polarflächen der Puncte von E ist. 

Man kann auch sehr leicht die Curve bestimmen, welche der Durch- 
schnittscurve der Hessiana mit einer beliebigen Fläche /S^ der Men Ordnung 
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entspricht. Es sei ^ die einhünende Flache der Polareb«ien der Pancte 
von Sjj^y eine Fläche, die auch der Ort der Pancte ist, deren erste Polar- 
flächen «S^ berühren (94). Ist o ein gemeinschaftlicher Ponct von Sp^ 
nnd der Hessiana, so berührt die Polarebene von o gleichzeitig K und die 
Steineriana im entsprechenden Pancte ü* (165). Nan berührt die erste Polar- 
fläche von o', da sie in einen Doppelpanct besitzt, S„ in diesem Pancte; 
0' gehört also auch K an, und folglich haben die Steineriana and die Fläche 
K einen Berührangspunct in 0. K beirrt daher die Steinericma längs der 
Curve, welche der DurdisckniUscurve der Heesiana mit S„ eniepridU ^). 

Die Puncte, in denen diese Berührangscarve von einer beliebigen Ebene 
geschnitten wird, entsprechen den gemeinschaftlichen Puncten von Su und 
einer Curve 6(v — 2)2 -ter Ordnung. Die Ordnung der Bervhrungscurve ist 
daher 6/<*'— 2)«. 

Man kann auch nach der Ordnung von K fragen. Die Pancte, in denen 
diese Fläche von einer beliebigen Geraden getroffen wird, sind die Pole eben- 
so vieler Flächen eines Büschels, welche S^ berühren; folglich (137) ist K 
von der Ordnung 

/i[3(v-2)2+0u-l)2 + 2(v-2X/*~l)] . 
Ist iu =r 1^ 80 ist K, Ort eines Punctes, dessen erste Polarfläche eine gege- 
bene Ebene berührt, von der Ordnung d(v-^2)2, wie man schon früher (94) 
gefunden hat. 

169. Wir haben oben (69) gesehen, dass die Quadripolarfläche eines para- 
bolischen Punctes der Fundamentalfläche ein Kegel ist. Umgekehrt ist es 
■klar, dass jeder Ponct der Fundamentalfläche , dessen Quadripolarfläche ein 
Kegel ist, der aber seinen Scheitel nicht im Pole haben darf, da man sonst 
einen Doppelpunct hätte, ein parabolischer Punct sein muss. Folglitk ist 
der Ort der paraboUscken Puncte diejenige Raumcurve 4v(v-— 2)-<er Ordnung, 
welche den Durt^chniit der Fundamentalßädie mit der Hessiana darsteÜt, 
Diese Curve theilt natürlich die Fläche Fy in zwei Regionen, deren eine die 
hyperbolischen Puncte, die andern die elliptischen Puncte enthält. (25. An- 
merhmg *)). Das heisst, die Tangentialebene eines Punctes der Fundamental- 
fläche Fy schneidet diese in einer Curve, für die der Berührungspunct ein 
Knotenpunct oder ein isolierter Punct ist, jenachdem derselbe der ersten oder 
zweiten Region angehört. 

170. Eine Tangentialebene von Fy ist statioiuur, wenn der BerühnmgS' 
punct parabolisch iist. Nun trifft die erste Polarfläche eines beliebigen Punctes 
des Raomes die parabolische Curve in 4v(v— IX»— 2) Puncten ; die Zahl drfidct 



1) Das n&mliche Raisonnement zeigt, dass auch die developpable Polarfl&che 
einer Geraden die Steineriana in den entsprechenden Puncten der Durchschnitts- 
puncte der Hessiana mit dieser Geraden berührt. Dieselbe Eigenschaft gilt für eine 
beliebige Gurre. 



168 — 172] Eigenschaften der eo^fugierUn Kemflächen, 143 

also 9X\B, wieviel stationäre Ebenen durch den beliebigen Panet gehen, wie 
man schon anderweitig gefanden (67). 

171. Man setze jetst voraus, die Fundamentalfläche F^ enthalte eine 
Gerade a. Eine beliebig durch a gelegte Ebene schneidet F^, in einer Ourve 
(v — l)-ter Ordnung; und eine Fläche (i^—lHer Ordnung, die man ebenfalls 
beliebig durch diese Curve legt, schneidet F^ nochmals in einer Raumcurve 
c der (v — l)*-ten Ordnung, die man als Basis eines Büschels (v—l)-ter 
Ordnung nehmen kann. Eine beliebige Fläche a9 dieses Büschels schneidet 
i^y in einer ebenen Curve (V'-l)-ter Ordnung, deren Ebene E durch die 
Gerade a geht, denn die letztere Curve muss die v— 1 Durchschnittspuncte 
von S und a enthalten. Man kann also F^, mit Hilfe zweier projectivischer 
Büschel erzeugen, eins das Büschel der Ebenen E durch a, das andere der 
Flächen S durch c. 

Jede Ebene E berührt F^ in v^l Puncten, nämlich in den Puncten, 
in denen a die E entsprechende Fläche S trifft, denn diese Puncte sind für die 
Schnittcurve von F^ und E Doppelpuncte. Man kann die Zahl der Ebene 
E verlangen, welche Fy ausserhalb der Geraden a berühren. Eine Ebene 
E beliebig durch a gelegt berührt 3(v— 2)^ Flächen aS"', denn diese bilden 
ein Büschel, denen ebensoviel Ebenen E* entsprechen. Umgekehrt ist die 
einer beliebigen Ebene E' entsprechende Fläche S* von der Classe (v— i)(y— 2)* 
und wird also von ebenso vielen Geraden E berührt. Es geschieht also 
3(v— 2)«+(y--lXv— 2)» mal, das zwei Ebenen Ennd E* zusammenfallen; das 
heisst, es gibt (v-|-2X>'— 2)* Ebenen E, deren jede F^ in einer Curve {v—\)-ter 
Ordnung mü einem Doppelpuncte sdweidet. 

In dem Büschel der Flächen S gibt es 2(v— 2), welche a berühren. Die 
BerGhrungspuncte sind die Doppelpuncte der Involution (v— l)-ten Gerades, die 
durch die Flächen S auf a erzeugt wird, oder, was dasselbe ist, durch die 
Curven (v— l).ter Ordnung^ die den Durchschnitt von F^, mit den Ebenen E 
bilden. Diese 2(y-~2) Puncte sind die einzigen parabolischen Puncte, die 
sieh auf a befinden; denn, ist ein Punct von a parabolisch, so muss die 
Tangentialebene E von F^ in diesem Puncte letztere Fläche längs einer 
Curve (y— l)-ter Ordnung schneiden, die in obigem Puncte durch a berührt 
wird. Da aber andererseits die Hessiana von der 4(v— 2)-ten Ordnung ist, 
so müssen die 2(y^2) genannten Puncte die 4(v~2) Durchschnittspuncte 
dieser Fläche mit der Geraden a repräsentieren. Daher der Satz: 

Jede Gerade, die auf der Fundamentälfläche liegt, berührt die Hessiana 
in 2{y— 2) Puncten und folglich auch die parabolische Curve, 

172. Was ist die Ordnung des Ortes der Paare osculierender Geraden 
der Fnndamentalfläche in den Puncten der Durchschnittscurve dieser Fläche 
mit einer andern Fläche S» der A-ten Ordnung? Erinnern wir «na, dass 
die Osculierenden in einem Puncte von Fy den Durchschnitt der Polarebene 
mit der Quadripolarfläche dieses Punctes bilden (69). Es sei daher g eine' 
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beliebige Gerade; x ein beliebiger Punct dieser Geraden. Wenn eine Qnadri- 
polarfläche durch x geht, so ist der Ort des Poles die zweite Polarflache 
von jr/ welche die Cnrre (m^) in ;u)/(y— 2) Poncten schneidet; und die Polar- 
ebenen dieser Puncte treffen g in Atv(v— 2) Pnncten jr'. Umgekehrt haben 
die Polarebenen, die durch einen beliebigen Punct x* von g gehen, ihre Pole 
auf der ersten Polarfläche von x*, welche die Cunre (mv) in /iv(y— 1) Puncten 
treffen, deren Quadripolarflächen 2/iv()/— 1) Puncte jr auf ^ bestimmen. Es 
gibt also auf g 

Atv(v--2)+2;uv(v~l) = A£v(3v— 4) 

Puncte, in denen ein Punct x mit einem Puncte x* zusammenfallt. Man 
erhält so den Satz: 

Der Ort der OscuUerenden der Fundamentalfläche in den Puncten der 
Burthechfdttscurve derselben mü einer andern FläcJu S„ ß-ter Ordnung ist 
eine Fläche der fii>(3v'-i)'ten Ordnung, 

Für diese im Allgemeinen windschiefe Fläche ist die Curve (a^^) doppeltj 
denn jeder Punct derselben ist der Durchschnitt zweier gradliniger Gene- 
ratrixen. Ist A = 1 , so schneidet der fragliche Ort die Ebene *jS in dem 
Schnitte der Fläche F^, durch aS' und in den 3v(v— 2) stationären Tangenten 
dieser ebenen Curve. 

Ist ;u = 4(v— 2), so geht die Ordnung des Ortes in 4»'(v— 2X8v— 4) über; 
ist aber «S^ die Hessiana, so darf man nur die Hälfte dieser Zahl nehmen, 
da in diesem Falle die Curve (a^) die parabolische Curve ist (169), und 
folglich in jedem ihrer Puncte die beiden Osculierenden zusammenfallen. 

In demselben Falle ist der Ort eine Developpable, da die Tangratial- 
ebene eines parabolischen Punctes von Fy stationär ist, das heisst, da sie 
als eine Bitangentialebene betrachtet werden muss, deren beide BerühmngS'» 
puncte unendlich nahe sind, und da zwei stationäre Ebenen, die unmittelbar 
auf einander folgen, durch die Osculierende gehen (31). Daraus folgt: Der 
Ort der Oeculierenden länge der parabolischen Curve fällt mü der einhüllen' 
den Fläche der stationären Ebenen zusammen ^) , deren Classe wir schon 
früher bestimmt haben (67). 

173. Man verlangt die der Fundamentaf/läche längs der DurcksdmiÜS' 
curve V'ter Ordnung mü einer Ebene E umgeschriebene Developpable» 

Die erste Polarfläche eines beliebigen Punctes % des Baumes triffi: die 
Curve (v) in ^iv — 1) Puncten, also ist die Classe der Developpahlen gleich ^(i'— 1). 

Wenn zwei dieser v(y—l) Puncte zusammenfallen, so gehört der Pnnct 



1) Diese Developpable ist der Steineriana längs der Curve von der Ordnung 
Bif{y^^2y^ umgeschrieben, fvdehs der parabolischen Curve entspricht (168). In der 
That» ist ein psrabolischer Fnnet, so berfihrt die — hier stationäre — Polarebene 
von in diesem Puncte die Fundamentalflftche und im correspondierenden Puncte 
die Steineriana (165). 
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X der Developpablen an. Wieviel solcher Puncte gibt es nun auf einet 
beliebigen Geraden ^? Die ersten Polnrflächen der Functe von g bilden 
ein Büschel und schneiden also die Ebene Ein einem Curvenbüschel (v— l)-ter 
Ordnung in dem es v(dy— 5) Gurven gibt ^), welche die Gurve (v) berühren, 
sobald man diese ohne vielfache Puncto voraussetzt. Hat diese Gurve ^ 
Doppelpuncte und x Spitzen (das heissi;, hat E d gswöhhliche und x stationäre 
Berührungen mit JP;)', so geht obige Zahl Über in v(3v-öM2<^+3*)»). Dieat 
Zahl drückt daher die Ordnung unsrer Devdoppablen Mis, 

Gibt es unter den v(v--l) Durchschnittspuncten der ersten Polarfläche 
von X <nit der Gürve <v) drei zusammenfallende Punete, so liegt x auf der 
GuBpidalcurve der Developpablen ; hat 'dagegen die erste Polarfläebe von % 
zwei Belehrungen mit der Gurve (v), so ist x ein Punct der Doppelcurve 
der Developpablen. Man kann daher nach der Zahl derartiger Puncto x anf 
einer beliebigen Ebene fragen. Die ersten Polarflachen der Pnncie dieser 
Ebene schneiden E in einem Gurvennetze (v— l)-ter Ordnung, in dem es 

6v(v-2)-(6<>+8x) 

Gurven gibt, welche die Gurve (v) oscuUeren, und 

97 

4tK8*-'6M2ir+3x)ja-y(lly-21)+ 10<J+yx 8) 

Gurven, welche die nämliche Gurve in zwei getrennten Puncten berühren. 
Diese Zahlen drücken die Ordnung der Cuspidalcurve und die Ordnung der 
Knotencurve der Developj^ahlen aus, um die es siqh handelt. 

174. Was ist der Ort eines Punctes, dessen Quadripotarfläche in Bezug 
auf jPp durch die Scheitel eines Tetraeders geht, das einer gegebenen Fläche 
S zweiter Ordnung conjugiert istf Seien a, b zwei beliebige Puncto des Baumes; 
c die Gurve {v—i)^-ter Ordnung, die der Durchschnitt der zweiten Polar- 
flächen von a, b ist, und folglich Ort der Pole der Quadripolarflächen, welche 
durch diese Puncte gehen ; a', b' die Puncto , in denen aS' die in Bezug auf 
S reciproke Gerade von ab schneidet Die Quadripolarflächen die durch a 
und Ir gehen, bilden eine Beihe, von der (v— 2)3 durch einen dritten beliebig 
gegebenen Punct gehen. Es wird daher auch (v— 2)3 Quadriflächen dieser 
nämlichen Beihe geb^, Wi^lche das. Segment a'b' harmonisch theilen, das 
heisBt, die Gurve c trifb den gesuchten Ort in (^—2)^ Punctea.. FplgUch ist 
dieeer Ort ein^ F/läch4 vfin ßer Ordnung 

. (»/-«)8:(v-*2)3:x=:V^2 . 

Jeder Punct, der diesem Orte und* der Hessiana gemein ist, ist dann 
der Pol eines Quadripolarkegels, der einem aS conjugierten Tried er umgeschrieben 
ist. Folglicti hat man (168): Der Ort der Scheitel der Quadrikegd, weiche 



1) JEinkHung, Nr. 87. 
S) Einleitung, /^T. 103. 
8) Einleitung, Nr. 103. 
Gbbmoka, Oberflächen. 10 



146 &oeUer Timt. ß^ap. X. 

den der gegebenen Quadrifläche conjugierten THedem wngesehrieben sindy iä 
eine R<mmcurve der 6(v — 2)^'ten Ordnung, 

IIb, Was ist der Ort eines Punctee, dessen QuadiripoUvrfläche emem 
Tetraeder eingeschrieben ist, das einer gegebenen Fläche S zweiter Ordnung 
conjugiert ist $ Es seien A, B zwei beliebige Ebenen ; c die Curve 9(k— 2)^ter 
Ordnung, die den Durchschnitt der gemeinen FolarjQächen der Ebenen AyB 
darstellt, und somit Ort der Pole der QuadripolariSächen, welche beide obigen 
Ebenen berühren; A*f B' die Tangentialebenen von 8, welche durch die in Be- 
zug auf S reciproke Gerade von AB gelegt sind. Die Quadripolarflachen, 
die A und B berühren, bilden eine Reihe, von der je 27(v-- 2)^ eine beliebige 
dritte Ebene berühren; es gibt daher auch 27(>'^2)< solcher Flächen, welche 
stt den Ebenen A', B' conjugiert sind. Die Curve c enthSUt also 27(v~2)' 
Puncto des gesuchten Ortes, und dieser ist daher eine Fläche von der Ordnung: 

27(v— 2)3 :9(y-2)2 = 3(i/-2) . 

Liegt ein Scheitel x des zu S conjugierten Tetraeders auf S selbst, so 
ist seine Gegenfläche die Tangentialebene dieser Fläche in x, und von den 
drei übrigen Seitenflächen fällt eine mit derselben Tangentialebene zusammen, 
und die beiden übrigen sind zwei beliebige Ebenen, .die man durch Ewei 
conjugierte Tangenten von aS in -r gezogen hat. Ein solches Tetraeder kann 
man daher stets als einem Quadrikegel vom Scheitel x umgeschrieben ansehen. 
Ist folglich X ein gemeinschaftlicher Punct von S und der Hessiana, so gebort 
der Pol des Polarkegels vom Scheitel x dem Orte an, um den es sich handelt; 
das heisst: dieser Ort schneidet die Hessiana in der Curve, welche der Durdt- 
schnittscurve der Steinericma mit S entspricht. 

Wenn S das System zweier Ebenen ist, so wird der betrachtete Ort 
offenbar die gemischte Polarfläche dieser Ebenen (158). 

176. Wir suchen den Ort eines JPunctes, dessen Qaadripolarfiäche in 
Bezug auf die Fimdamentalfläche F^ durch die Scheitel eines Tetraeders geht, 
welches der Qaadripolarfläche des nämlichen Fundes in Bezug auf die Hessiana 
conjugiert ist. 

Es sei g eine beliebige Gerade ; x ein Punct auf g. Der Ort der Pole 
der Quadripolarflächen in Bezug auf F^, die den Tetraedern umgeschrieben 
sind; welche der Quadripolarfläche des Punctes x nach der Hessiana genommen 
conjugiert sind, schneidet die Gerade g in (^"2) Puncten x' (172). Soll 
umgekehrt eine Quadripolarfläche in Bezug auf die Hessiana einem Tetraeder 
conjugiert sein, das der Quadripolarfläche des Punctes x* in Bezug auf jPy 
eingeschrieben ist, (das heisst, wenn die erste Quadrifläche einem der zweiten 
conjugierten Tetraeder eingeschrieben sein soll), so ist der Ort (175) eine 
Fläche von der Ordnung 3[4(v— 2)— 2], welche g in ebensovielen Puncten 
X schneidet. Diese Gerade enthält also V'-2-|-12(v— 2)— 6 zusammenfallenden 
Puncto X, x', oder mit andern Worten, der gesuchte Ort ist eine Flädie der 
(13y— 32)-«^en Ordnung, 
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Betraehtet man die gemeinBohafllichen Puncto dieser Fläcbe und der 
HessüuMy 80 können wir weiter behaupten : Der Ort eines Punctes der Hes- 
siana, dessen Polarkegel einem der Qaadripolarflaohe des nämlichen Punctes 
conjugierten Trieder umgeschrieben ist, diese Fläche nach der Hessiana 
genooimen, ist eine Raumcurve von der Ordnung 4(v— 2}(13v— 32). 

177. In ähnlicher Weise findet man den Satx: Der Ort eines PuncteSf 
dessen Quadripolar/Uiche nach Fy einem Tetraeder eingeschrieben isty das der 
QuadrtpolarfUlche des Tiämlichen Punctes in Bezug auf die Hessiana oanjugiert 
ist, ist eine Fläche T der Ordnung 

4(v-2)— 2+3(v— 2) = 7»'~16 . 

Diese Fläche schneidet die Hessiana in einer Curve, von der jeder Panct 
in Bezug auf F^ der Pol eines Quadrikegels ist, dessen Scheitel auf der 
Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Bezug auf die Hessiana liegt. 
Folglich ist der Ort eines Punctes der Hessiana, dessen QuadHpolarfläche nach 
der Hessiana genommen, durch den entsprechenden Punct der Steineriana geht, 
eine Raumcurve der 4{v— 2)(7i' — l^yten Ordnung, die auf der Fläche T liegt. 
Diese Curve geht zweimal durch die 10(^—2)^ Doppelpuncte der Hessiana, 
denn Jeder Punct derselben hat eine unbegrenzte Zahl entsprechender Puncte 
in gerader Linie (167), welche die Quadripolarfläche dieses Punctes nach der 
Hessiana genommen zweimal schneidet. 

1 78. Was ist der Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezug auf die 
Hessiana die Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Bezug auf F^ 
berührt f Es sei g eine beliebige Gerade ; x ein Punct auf ^ ; iC die Polar- 
ebene von jr in Bezug auf die Hessiana. Die Quadripolarfläcben nach F^, 
welche die Ebene A*^ berühren, haben ihre Pole auf der gemeinen Polarfläcbe 
dieser Ebene (158), welche g in 3(v— 2) Puncten x' schneidet. Soll umge- 
kehrt eine Polarfläche durch x' gehen, so ist die entsprechende Ebene Tan- 
gentialebene der Quadripolarfläche von x'» Nun liegen aber die Pole — nach 
der Hessiana genommen — der Tangentialebenen einer Quadrifläche auf einer 
Fläche der 2[4(v— 2) - l]-ten Ordnung (96), die g in ebensovielen Puncten x 
schneidet. Die Gerade g enthält also 

3(v-2)+8(i'-2)— 2 = llv-24 
zusammenfallende Puncte X,x'f und der gesucJtte Ort ist also eine Fläche ^ 
der (lly-^^iy-sten Ortkwng. 

Ein Punct x der Fläche T (177) ist der Scheitel emes der Quadripolar- 
fläche von X nach F^ genommen umgeschriebenen Tetraeders, das zugleich 
der Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Bezug auf die Hessiana con- 
jugiert ist, wenn nur der Punct x auf der reciproken Polarfläche der ersten 
Quadrifläche in Bezug auf die zweite liegt, in welchem Falle die Polarebene 
von x, nach der Hessiana genommen, die Quadripolarfläche desselben Punctes 
für Fy berührt. Das heisst, unter dieser Voraussetzung ist x auch ein Punct 

10* 
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von 6. D^ Ort eines Punctes alao , der ein Scheitel eines Tetraeders ist, das 
bezügUcfi den Quadri/polarflüchen desselben Ptmctes nach F^ und nach der 
Hessiana genommen umgeschrieben tmd' conjugiert istj ist.eme Raumcurve von 
der Ordnung (llv— 24)(7v— 16), die den Durchschmtt der Flächen 6 und T 
bildet. 

179. Was ist der Ort eines PwndeSy dessen .Polarebene in Bemtg auf 
die Hessiana einer gegebenen • Ebene E^ in Bezug auf die Quadripolarßädu 
desselben Punctes conjugiert ist, letztere Flä<^ nach F^ genommen f Ist x 
ein Punct einer Geraden g, and X die Polarebene von x in Bezug auf die 
Hessiana, so schneidet der Ort der Pole der Qnadripolarflächen nach Fp, (dt 
welche Eji und X zwei conjugierte Ebenen sind, g in 3(v— 2) Functen jt' 
(152); umgekehrt, ist g der Pol der Ebene £;i in Bezug auf die Quadripolar- 
fläche eines Punctes x*, diese Fläche nach der Fundaroentalflache genommen^ 
so schneidet die erste Polarfläche von t^. in Bezug auf die Hessiana g in 
4(v— 2)— 1 Puncten jr. Dif Gerade ^r enthält also 3(v-.2) + 4(i'— 2)— 1 za- 
sammenfallende Puncte x, x' , das heisst der gesuchte Ort ist eine Fläche $i 
von der Ordnung Iv — 15. 

Ist X ein Punct der Hessiana, für dessen Polarkegel der Scheitel auf 
der gegebenen Ebene liegt oder auf der Polarebene von x in Bezug auf die 
Hessiana, so gehört dieser Punct x dem Orte S^ an, denn, da die durch den 
Scheitel gehende Ebene eine unbegrenzte Zahl Pole hat — auf der Polar- 
geraden der Ebene in Bezug auf den Kegel — , so ist sie für jede beliebige 
andere Ebene conjugiert. Der erste Fall hat statt für die Pole der Polar- 
kegel, deren Scheitel auf der Durchschnittscurve der Steineriana mit der 
Ebene ^^ liegen; folglich geht der Ort S^i durch die Raumcurve SC»* — 2)*-ter 
Ordnung, welche dem ebenen Schnitte E^ der Steineriana entspricht ^). 

Die zweite Voraussetzung tritt dagegen ein, wenn die Tangentialebene 
der Hessiana in x durch den Scheitel x' des Polarkegels geht. In diesem 
Falle gehört der Punct jr offenbar auch der Fläche ^ an (178). Was also auch die 
Ebene JBJ^ ist, stets geht der Ort S^^ durch die gemeinschaftliche Curve von 
^ und der Hessiana ^). Diese Curve ist von der Ordnung 

4(v-2)(7v— 15)~6(v-2)2 = 2(v— 2)(11 v-24:| 

und diese Zahl ist die Hälfte des Productes aus den Ordnungszahlen der 



1) Der Ort ^x ^^^ ^i® gemeine Polarfl&che der Ebene E^ sehneiden sieh nodi 
in einer andern Baam<^rTe von der Ordnung 3(i'^2)(5v — 11), die offenbar der Ort 
eines Punctes ist, dessen Quadripolarfl&che in Bezug auf F^ die Ebene E;^ berfihrt, 
und dessen Polarebene in Bezug auf die Hessiana darch den Berfthrungspunct geht. 

2) Jeder gemeinschaftliche Punct der Fläche fp und der Hessiana gehört mach 
S an, denn sobald die Polarebene nach der Hessiana den Polarkegel berfibren 
muss, so geht sie durch den Scheitel desselben. Im Falle y=r3 ist die Darefa- 
schnittseunre zwischen ^ und der Hessiana die der parabolischen Gurre ent- 
sprechende. 
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Flikhe G und der Hessiana^ folglich berilkren eich dieee beiden Flächen über- 
all, too sie eich tn^eOf und mcar länge einer Baumcurveder 2(v^2Xilv-^2A)-eten 
Ordmmgif Ort eines Fundes , deesen Polarebene in Beeug auf die Heeeiana 
durch det^ entsprechenden Punct der Stekuria/na geht 

Alle dkwe Flächen $ der (Jy-^lbyten Ordnnng bildeo, da sie durch dta 
nämUehe Conre 2(y— 2X11)^— 34)-ten Ordnung gehen, ein lineare« System. In den 
That, sind ü, b, c drei beliebig gegebene Poncte des Raumes; A, B, C ^ 
Polarebenen yon a,Jb, c in Bezug auf die Hessiana; und a', b*, t' die Pole der 
Ebenen A,ByC in Bezug auf die Quadripolarflachen von a, b, c nach F^ 
genommen, so bestimmt die Ebene E= a'b'r' die einzige Fläche S, die durch 
a;b, ( geht 

180, Man sucht den Ort eines Punctes, für den die gemeineame Gerade 
einer gegebenen Ebene E^ und der Polarebene des Punctes in Bezug auf die 
Hessiana die Quadripokurßäche dee nämlichen Punctes nach der Fundamental- 
fläche genommen berührt. Um die Aufgabe zu losen, nehmen wir auf. einer 
beliebigen Geraden g einen Punct jr an; dann schneidet die Polarebene von X 
nach der Hessiana genommen Ej^ in einer gewissen Geraden, und der Ort 
der Pole derjenigen Quadripolarflachen in Bezug auf F^, welche diese Gerade 
beiühren, schneidet g in 2(y — 2) Puncten jr' (159). Umgekehrt wird die 
Quadripolarfläche fiir F^ eines Punctes % von der Ebene E^ in einem Kegel- 
schnitte getroffen, der 2{iv — 9) gemeinschaftliche Tangenten mit demjenigen 
Schnitte hat, den die nämliche Ebene in der einhüllenden Fläche [4(v— 2)~l]-ter 
Classe (93) der Polarbenen der Puncte von g nach der Hessiana genommen 
macht. Der gesuchte Ort ist also eine Fläche <DG^ von der Ordnung 

2(v-2) + 2(4^—9) =?= 2(5v— 1 1 ) . 

Die Fläche G und die Fläche S^ in Bewg auf die Ebene Ex (179) 
haben eine Carve der Ordnung 2(i'-o2)(Ilvr^24) gemein, und schneiden sich 
also in ei&ef Emdens Baumcvirve von der Ordoufig 

{7v-lftXll>'--24)-2(v^2Xll»'-24)«:<&v^llXllv-24) . 

Jeder Punct x dieser Curve ist so besohaiTen, dass seine Polarebene fUi* 
die Hessiana £ef Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Bezug auf Fy 
berührt (178), und dass genannte Ebene der Ebene Ex in Bezug auf die 
nämliehe Quadnpolaffläche conjugiert ist; folglich geht E^ durch den Be- 
rühmngspunct der Polarebene mit der QuadriMcHe, und also ist der Durch- 
schnitt von Ex mit der Polarebene .eine Tangente der Quadrifläche. Es folgt 
daraus, dass x ein Punct des Ortes Sl^x '^^* l^asselbe Baiaonnement zeigt 
ebenfalls, dass jeder Punct der Curve 3(v— 2)(5>'— ll)-ten Ordnung, welche 
der gemeinen Polarfläche der Ebene Ex und dem Orte 8^ gleichzeitig ange- 
hört, auch auf S^x ^^^I^V ^^^ ^^^ schneidet S^x ^^ ^X ^^ ^^^ Curve der 
(5v—UXll>'^24>t6n Ocdunng, die auf @ liegt, und in einer andern Curve 
von der Ordnnng d(y^2X5v— 11), welche auf der gemeinen Polarfläche der^ 
Ebene Ex lie^. 
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Nnn siebt man aber leicbt nacb den Definitionen des betreffenden Ortes, 
dass jeder gemeinsame Ptinct von d^x i^nd ^, und ebenso jeder gememsame 
Punct von <D£^ und der Polarfläcbe von E^ noth wendigerweise auch auf S^ 
liegt, und folglicJi wird die Fläche d^x ^^^ch die Fläche ^ längß der Raum- 
eurve (5v— ll)(llv— 24)-*^er Ordnung berührt^ und von der gemeinen Poiatfläche 
der Ebene E^ längs der Raumctwrve S(»'— 2)(5« — Wyter Ordnung; beide jBe- 
r&trungecurven Hegen gleichzeitig auf der Fläche $x ^)* 

181. Man verlangt den Ort eines Punctes, dessen Polar ehene in Bezug 
auf die Hessicma die Quadripolarfläche des nändichen Punctes in Bezug auf 
Fy und zwei gegebenen Ebenen E^t E^' in einem Kegelschnitt und zwei zu dem- 
selben conjugierten Geraden schneidet. Es sei jr ein Punct einer beliebigen 
Geraden g\ X die Polarebene von % in Bezug auf die Hessiana, dann is^ 
der Ort der Pole der Quadripolarfläcben in Bezug auf F,^, welche die Ebene 
Ex in Kegelschnitten schneiden , die zu den Geraden XEx , ^Flx' conjugiert 
sind, die gemischte Polarfläche dieser Geraden (159), die g in 2(v— 2) Pnncten 
^ schneidet. Umgekehrt sei Q die Quadripolarfläche eines Punctes jr' in Be- 
zug auf Fy, dann weiss man, dass die Ebenen, welche die Quadrifläche Q 
und die gegebenen Ebenen Ex , Ex' längs eines Kegelschnittes und zwei 
conjugierter Geraden schneiden, eine andere Quadrifläche umhüllen. Diese 
Fläche und die Einhüllende der Polarebenen der Puncte von g in Bezug auf 
die Hessiana haben 2[4(v-2)— 1] gemeinschaftliche Tangentialebenen, denen 
ebensoviele Pole x auf g entsprechen. Der verlangte Ort ist also eine Fläche 
•^/U' ^ Ordnung 

2(v— 2) 4- 2(4v-9) = 2(5 v-1 1) . 
Jeder gemeinsame Punct x von fo und d^x ^^^ ^^ beschaffen (180), dass 
seine Polarebene in Bezug auf die Hessiana die Quadripolarfläche von jr nach 
F^, genommen und die Ebene Ex in drei durch ein und denselben Punct 
gehenden Geraden schneidet. Die letzte von diesen Geraden hat eine unbe- 
grenzte Anzahl Pole in gerader Linie in Be2rug*'ftuf den Regetechnitt, der 
durch die beiden ersten Geraden gebildet wird. Daraus folgte daM die letztere 
Gerade in Bezug auf genannten Kegelschnitt jeder Geraden conjugiert ist, 
die in der erwähnten Polarebene von x gezogen werden l&ann; also ist x auch 
ein Punct des Ortes Xxx*' I^as heisst aber: Dieser Ort geht dvxck die beiden 
Curven der (5v— ll)(Ily— 24)-«^«^ Ordnu/ng, ir^ denen sich die Flächen ^ und 
bezüglich ^x ^^ äS/I' berühren, 

182. Man verlangt den Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug 
auf Fy und die Hessiana, und dessen Quadrioplarßäche in Bezug auf Fy 



1) Es folgt hieraus , dass der Terein" der Hessiana, von ^x ^^^ einer belie- 
bigen Fläche $ der (4v — 9)-ten Ordnung mittelst i^weier projectirisdier Bflscbel 
eraseugt werden kann, nftmlioh (^, $X99 -O der (llv-^24)-ten Ordnung und ($X*^x9f^-^ 
der (7v — 15)-ten Ordnung. Hierin bezeichnet Sx die gemeine Polmrflfl^^ der Bben»^^' 
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einen Punci auf einer gegebenen Ebene E gemein hohen. Es sei x ein Funct 
einer befiebigen Geraden g, dann trifft die den beiden Polarebenen von t 
gemeinschaftliche Gerade die Ebene E in einem Pnncte q, und die Pole der 
Quadripolarflachen in Bezug auf F^^ welche durch q gehen , liegen auf der 
zweiten Polarfläche dieses Pnnctes. Diese letzte Flache schneidet g in v— 2 
Puncten jr'. Umgekehrt schneidet die Quadripolarfläche eines Pnnctes jr' nach 
Fy genommen die Ebene E in einem gewissen Kegelschnitte h\ es gibt nun 
aber auf g eine Zahl von 10(v~2) Puncten %, von denen jeder die Eigen- 
schaft besitzt; dass seine Polarebenen in Bezug auf F^ und die Bessiana 
sich auf h schneic|en i) ^ der gesuchte Ort Ist also eine Fläche ll(v— 2}-ter 
Ordnang. 

Was auch die Ebene E ist, immer geht diese Fläche durch die 2(w— 2) 
Puncte % in denen die Hessiana von einer Geraden a berührt wird, die auf 
der Fundamentalfläche Hegt (171); denn die Polarebenen und die Quadri- 
polarfläche von a gehen gleichzeitig durch die Gerade a und haben daher 
mit jeder gegebenen Ebene einen Punct gemein. 



1) Dnreh einen beliebigen Panel t einer Geraden r kann man zwei erste Po]ar- 
fl&ehen in Bezug auf F^ legen , deren Pole die Durcfaschnittspnnote Ton h mit der 
Polarebene ron t sind. Die ernten Polarfl&chen dieser Pole in Besag auf die Hessiana 
treuen ferner r in 2(4v— 9) Puncten i'. Umgekehrt kann man durch einen Punct 
i' zwei erste Polarfläehen in Bezug anf die Hessiana legen, deren Pole die Durch- 
Bchnittspnncte Ton h mit der Polarebene von i' in Bezug auf die Hessiana sind 
Die ersten Polarfiftehen dieser Pole in Bezug anf i^y sehneiden r in 2(v— 1) Puncten* 

i'. Auf r fallen also 

2(4»'-9) + 2(v-l) = 10(i'-2) 

mal zwjei Pnnete t und t' ansammen, w. z, b, w. 
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187. Die gemischte Pohvrftäd^ mweie^ Ebenen Ej E' ist von der dritten 
Ordnung (158), und üt der Ort der Pole einer Ebene in Beaug cmf die Qua- 
dripolarß&chen der Funete der andern Ebene oder auehj was auf dasselbe hin- 
ausläuft, der Ort der Pole einer Quadripolofffläehef in Bezug auf welche die 
JE^enen E, E conjugiert sind. 

Der Ort der Pole einer Ebene E in Bemg auf die QuadripolairfliUshen 
der Puncte einer Geraden g (128) ist eine cubische Raumcurve (RatUBcarTe 
dritter Ordnang) ; sie liegt auf dem Polarhyperboloid von g und einer andern 
beliebigen auf E befindlichen Geraden und ebenfalls auf der gemischten Fo- 
larfläehe von E und einer andern beliebigen Ebene, die durch g geht (162). 
Daraus folgt, dass das Polarhyperboloid zweier Geraden g, g*, wenn g fest 
ist und g'. variabel in einer Ebene Ey ein Büschel von Flächen erzeugt, die 
durch eine feste cubische Raumcurve gehen. 

188. Fallen die Ebenen E, E' zusammen, so erhält man die gemeine 
Polarfläche einer Ebene E, welche die einhüllende Fläche der Polarkegel der 
Geraden sind, die in der gegebenen Ebene liegen (159), und gleichzeitig der 
Ort der Pole der Ebene in Bezug auf die Quadripolarflächen der Funete der- 
selben Ebene (158). Diese zweite Definition kommt darauf zurück, dass die 
genannte Fläche der Ort eines Punctes ist, dessen Quadripolarfiäche die gege- 
bene Ebene berührt. Folglich fällt (94, 162) dieselbe Fläche mit der En- 
veloppe der Polan'ebenen der Puncte der gegebenen Ebene zusammen. Sie ist 
von der dritten Ordnung, von der vierten Classe und besitzt vier Doppel- 
puncte, die auf den Polarkegeln und den Polarhyperboloiden aller Geraden 
der gegebenen Ebene liegen i). 

Es sei a ein Punct dieser Fläche. Die Quadripolarfiäche von a berührt 
dann die Ebene E und schneidet folglich diese Ebene in zwei Geraden, die 
sich im Berührungspuncte a' kreuzen. Die Polarebenen der Puncte dieser 
Geraden müssen dui'ch a gehen und anderswo die Fläche berühren; ein 
beliebiger Punct der Fläche ist also der Scheitel zweier der Fläche umgeschrie- 
bener Quadrikegel (es sind dies die Polarkegel zweier in a' sich kreuzender 
Geraden). Die Polarebene von a' berührt die Fläche in a. 

Ist a einer der Doppelpuncte der Fläche, so müssen die beiden Berührungs- 
kegel zusammenfallen; folglich schneidet die Quadripolarfiäche von a die 
Ebene E in zwei zusammenfallenden Geraden. Unter den Qttadripolarflächen, 
die eine Ebene E berühren, gibt es also vier Kegel; ihre Pole, ,die auch der 
Hessiana angehören, sind die Doppelpuncte der gemeinen Polarfläche der Ebene, 

Diese Fläche ist die Keciproke der Römischen Fläche Steinbbs ^)^ 



1) Liegt ein Punct im Unendlichen, so ist seine Polarebene eine Diametralebene 
der Fandi^mentalfl&che. Die Enveloppe der Diametralebenen ist also die gemeine 
Polarfläche der unendlich entfernten Ebene, Diese Flache ist der der Fy, längs 
des Schnittes im TTnendlichen umgeschriebenen Dereloppablen eingesehrieben (100). 
- 9) Man sehe die Men&toberichte der K. Akademie su Berlin (Juli und November 
1S63) und Crelle-Borchardt's Journal, Bd. 63, S. 315. 
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schnitt der Falarebeaen von « in B^ag auf die Qaadripolarfläehen der Functe 
Ton g. Nua schneidet g die Heeeiana in rier Panoten, und folglwk umk&ikk 
die Folardtenen eines gegebenen PuneUe a tn Beeug auf die Foktrhegel ^mi« 
Flä^ vierter Claee^, Ist a «n Fnnet der HessitoA, eo geht die gemüithte 
Polarebene immer durch a' (Scheitel des Polarkegels vbn a); in diesem Falle 
also umhüllen die Folarebenen yön o in Bezog auf die Polarbegel einen 
Kegel vierter Klasse. 

Ist beliebig im Räume gegeben ^ und b bctwegt sieh in einer festehi 
Ebene E^ so geht, die gemiBohie Polavebene hnmar durch einen festen Pnhct 
tf den Fol von E ia Beaug auf die Q!tiadr^>olanfläehe von a. Bes^hi^ibt 
also b die Durchsohnittscnrve der Hessiana mit der Ebene E^ so umhAUt dib 
gemiaehte Folalrebene einen Keigel vom Scheitel t vierter ClassC;, der der- 
jenigen Fläche umschrieben ist, die mau/erhäl^ 'Wenn b die Hessiana durch«* 
läuft; das heisst: die Folarebenen eines festen Punctes in Bezug auf alle Polar- 
kegel, deren Scheitel auf derselben Ebene liegen, umhUiUen einen Kegel vierter Classe, 

185. Was wir im Allgemeinen gemischte Polarfläche zweier Geraden 
g^g* genannt haben , wird hier eine Quadrifläche (ein Hyperboloid), und da 
im gegenwärtigen Falle die Polarcurve einer Geraden in Bezug auf eine erste 
Polarfläche (86) die reciproke Gerade der gegebenen Geraden in Bezug auf 
eine Quadripolarfläche ist, so ergibt sich; dass das Polarhyperboloid zweier 
Geraden g, g* der Ort der reciprohen Geraden für jede der gegebenen Geraden 
in Bezug auf die Quadripolarflächen der Puncte der andern ist, oder auch der 
Ort eines Punctes, fQr welchen die Eeciproke einer der beiden Geraden in 
Bezug auf die Quadripolarfläche dieses Punctes die andere gegebene Gerade 
schneidet. 

Ist i ein variabler Punct auf g, und a, b zwei feste Puncte von g*, so 
ißt das Polarhyperboloid durch zwei projeetivische Büschel erzeugt (159), 
in denen die gemischten Polarebenen der Puncte a, t den gemischten Polar- 
ebenen der Puncte b, t entsprechen. Die beiden Puncte a, b können natürlich 
durch zwei andere beliebige Puncte von g^ ersetzt werden, und das Polarhyper- 
höloid zweier Geraden ist also auch die einhüllende Fläche der gemischten 
Polarebene zweier auf den gegebenen Geraden variabler Puncte, eines auf jeder 
Geraden.' 

« 

186. Wenn g,g* zusammenfallen, erhalten wir eine gemeine Polarfläche 
einer Geraden g, die dn Kegel zweiter Ordnung ist (93, 159), deßsen Scheitel 
der Pol der Quadripolarfläche ist, welche durch g geht, und dessen Gene- 
ratrixen die zu g reciproken Geraden in Bezug auf die Quadripolarflächen 
der Puncte von g sind. Dieser Kegel ist die Enveloppe der Polarebenen der 
Puncte von g, und daher auch der Ort der Pole derjenigen Quadripolarflächen, 
welche g berühren. . Wir geben dieser Fläche den Namen Pola^kegel der 
Geraden g, den man, s^er nicht mit dem Polarkegel eines Punctes der Hes- 
siana verwechseln darf. 
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187. Die gemMchte Pölnrfläd^ zweier Ebenen Ef E* ist von der dritten 
Ordnung (158), und iet der Ort der Pole einer Ebene in Bessug cmf die Qua- 
dripoUirßä(Aen der Functe der andern Ebene oder awäi, ifüs auf dasselbe hin- 
ausläuft, der Ort der Pole einer Quadripolofßächef in Bezug auf welche die 
Ebenen E, jE? conjugiert eind^ 

Der Ort der Pole einer Ebene E in B&mg auf die Quadripolairßä^en 
der Puncte einer Geraden g (128) ist eine cubische Raumcurve (RaumcurTe 
dritter Ordnung); sie liegt auf dem Polarhyperboloid von g und einer andern 
beliebigen auf E befindlichen Garaden und eb^nfUls auf der gemischten Po- 
larflädie von E und einer andern beliebigen Ebene, die durch g geht (162). 
Daraus folgt, dass das Polarhyperboloid z-weier Geraden g, g'y wenn g fest 
ist und g'. variabel in einer Ebene Ey ein Btiecbel von Flächen erzeugt, die 
durch eine feste cubische Raumcurve gehen. 

188. Fallen die Ebenen E, E' zusammen, so erhält man die gemeine 
Polarßäche einer Ebene E, welche die einhüllende Fläche der Polarkegel der 
Geraden sind , die in der gegebenen Ebene liegen (159), und gleichzeitig der 
Ort der Pole der Ebene in Bezug auf die Quadripolarflächen der Puncte der- 
selben Ebene (158). Diese zweite Definition kommt darauf zurück, dass die 
genannte Fläche der Ort eines Punctes ist, dessen Quadripolarfläche die gege- 
bene Ebene berührt. Folglich fällt (94, 162) dieselbe Fläche mit der En- 
vdoppe der Pola^rebenen der Puncte der gegebenen Ebene zusammen. Sie ist 
von der dritten Ordnung, von der vierten Classe und besitzt vier Doppel- 
puncte, die auf den Polarkegeln und den Polarhyperboloiden aller Geraden 
der gegebenen Ebene liegen i). 

Es sei a ein Punct dieser Fläche. Die Quadripolarfläche von a berührt 
dann die Ebene E und schneidet folglich diese Ebene in zwei Geraden, die 
sich im Berührungspuncte a' kreuzen. Die Polarebenen der Puncte dieser 
Geraden müssen durch a gehen und anderswo die Fläche berühren; ein 
beliebiger Punct der Fläche ist also der Scheitel zweier der Fläche umgeschrie- 
bener Quadrikegd (es sind dies die Polarkegel zweier in a' sich kreuzender 
Geraden). Die Polarebene von a' berührt die Fläche in a. 

Ist a einer der Doppelpuncte der Fläche, so müssen die beiden Berührungs- 
kegel zusammenfallen; folglich schneidet die Quadripolarfläche von a die 
Ebene E in zwei zusammenfallenden Geraden. Unter den Quadripolarftächen, 
die eine Ebene E berühren, gibt es also vier Kegel; ihre Pole, die auch der 
Hessiana angehören, sind die Doppelpuncte der gemeinen Polarfläche der Ebene, 

Diese Fläche ist die Keciproke der Römischen Fläche Steinbbs ^\ 



1) Liegt ein Punct im Unendlichen, so ist seine Polarebene eine Diamein|elMiie 
der Fandi^mentalfl&che. Die Enveloppe der Diametralebenen ist also <£e| 
Polarfläche der unendlich entfernten Ebene, Diese Fl&che ist der dtf' 
des Schnittes im TTnendlichen umgeschriebenen Dereloppablen einges< 

' ^) Man sehe die Monatsberichte der TL. Akademie su Beriin (Jt 
1S63) und Crelle-Borohardt's Journal, Bd. 63, S. 315. ''Ai 
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189. Ist eine Ebene E fest und die andere Ebene E* um eine Gerade 
g variabel, so bilden die gemiscbten PolarflUcben der Ebenen E, E* ein 
Büschel« In der That, muss eine solche Flache durch einen gegdbenen 
Fnnct X gehen , so geht die Ebene E* durch den Pol von E in Beang auf 
die erste Polarfläche von jr. Die Basis des Büschels ist aus einer Baumcurv« 
sechster Ordnung (Ort der Doppelpuncte der Qnadripolarflächen der Puncte 
der festen Ebene) und einer cnbischen Raumeurve (Ort der Pole der. festen 
Ebene in Bezug auf die Qnadripolarflächen der Puncte der gegebenen Geraden) 
zusammengesetzt (168, 187). 

Die gemischte Polarfläche der beiden Ebenen Ey E' und ihre gemeinen 
Folarflächen werden gleichzeitig (164) durch den Polarkegel dcfr Geraden 
EE* berührt und zwar in vier Puneten der Hessiana (entsprechend den Durch- 
schnittspuncten dieser Fläche mit der Geraden EE% und geben durch die 
zehn Doppelpuncte der Hessiana (158). Diese Pnncte sind 4.4 + 10 Durch« 
schnittspuncten äquivalent, und folglich haben die drei genannten Flächen, 
die sämmtlich von der dritten Ordnung sind, nur noch einen andern Punct 
gemein ; es ist dies der Pol der Qnadripolarfläche, welche durch die Gerade 
EE* geht. 



CAPITEL IL 

EIGENSCHAFTEN DER HESSIANA EINER FUNDA- 
MENTALFLÄCHE DRITTER ORDNUNG. 

190. Die Pole der Polarebenen, die durch einen gegebenen Punct p 
gehen, liegen auf der Quadripolarfläche von p. Sollen diese Ebenen die 
Hessiana berühren, so sind die Pole auf der Curve achter Ordnung vertheilt, 
die den Durchschnitt der Hessiana mit der Quadripolarfläche von p darsteUt 
(183). Die Berührungspuncte bilden eine Curve der zwölften Ordnung, den 
Durchschnitt der Hessiana mit der ersten Polarfläche von p in Bezug auf 
die Hessiana. Die beiden Gurven achter und zwölfter Ordnung smd also 
entsprechende Curven (168). 

191. Wir wollen die Geraden betrachten, welche durch (i' gehen und 
die Hessiana berühren. Den Geraden, die durch p gehen, entspricht ein 
Netz 1) von Raumcurven vierter Ordnung (87), die sämmtlich auf einer Fläche 
8 zweiter Ordnung liegen (der Quadripolarfläche von p). Jede dieser Raum- 



1) Ein solches Ketz entsteht durch den Durchschnitt von 8 mit einem Netze 
anderer Quadripolarfl&chen. 
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curven entsteht als Dorchschnitt vob S mit einer aodern Quadppolaifläche 
und folglich (190) liegen die Doppelpuncte dieser Curven (Berührnogpnncte 
swischen S und den andern Quadripolarflächen) i^uf der Curve ip-der achten 
Ordnung, Durchschnitt der Hessiana mit S^ Den Curven des Netses, die 
«in Büschel bilden y entsprechen gerade Liniei) durch p, die in einer Ebene 
li^;en. Ib diesem Büschel gibt es zwölf Curyen mit Doppelpnnet ^) , das 
heisst: ctfs Geraden durch p, denen die Raameurifen vierter Ordnung mit Doppel- 
punot entsprechen^ bilden einen Kegel $ der meölßen Ordnung* Eineoi beliebigeo 
Punct der Curve c entspricht eine Generatrix von $, welche den Ponct 
f mit' dem Puncte o' verbindet, welcher in der Hessiana dem Pnncte ent- 
spi^ht. Der Ort der Pünote 0^ ist also eine Curve e' der zwölften Ordnung 
(190). Die Polarebene von geht durch f> und berührt die Hessiana in 0' 
(183) und enthält folglich die Tangente voa & in o'. Diese Ebene ist daher 
die Tangentialebene des Kidgels S längs der Gemden pa*y das heisst: der 
Kegel S ist der Hessiana längs dfr Curve & umgeschrieben. 

' Die Qnadripolarfläche eines beliebigen Pn^ctes schneidet c in sechszehn 
Punoten. Daraus folgt, dass S und folglieh auch die Hessiana von der sechs- 
zehnten Classe ist (165). 

Betrachtet man eine Gerade g durch p als Durchschnitt zweier Tangential' 
ebenen des Kegels S , so hat jede dieser Ebenen einen Pol auf c und die 
Raumcurve des Netzes auf S, die durch diese beiden Pole geht, ist die ent- 
sprechende Curve von g. Fallen beide Pole zusammen, so wird die Raum- 
curve von c berührt. Daraus folgt, dass den Geraden, die auf dem Kegel 
S und in seinen stationären Ebenen gezogen sind, Raumcurven des Netzes auf 
jS ensprechen, welche c berühren. 

192. Die Puncte, in denen die Hessiana von Geraden oscullert wird, 
die von p ausgehen, sind die Durchschnittspuncte dieser Flache mit der ersten 
und zweiten Polarfläche . von p in, Bezug auf dieselbe Fläche. Unter den 
Raumcurven des Netzes -auf S gibt es also 4.3.2 = 24, .die eine Spitze haben« 

Der Kegel S ^t daher von, der 124en Ordnung und dßr 1 6* tep,, Classe 
VB^ hat ' ausserdem 24 stationäre- Generatrixeii | also hat er geinäss den 
Formeln von Plücksr (3) 22 Doppelgeneratrixen* Von diesen Doppelgene- 
ratrixen entstehen zehn durch die Dgppelpuncte der Hessiana und entsprechen 
dei^'emgen Curven des Netzesj die aus zwei Kegelschnitten bestehen — jeder 
Doppelpunct hat in der That ein Ebenenpaar als Quadripplar^che (169) — , 
die andern zwölf Doppelgeneratrixen dagegen entsprechen ebensovielen Curven 
des Netzes, die. aus einer cubischen Raumcurve und ßiner Geraden zuiaramen- 
gepet^t sind, 

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir das Netz vQn Raum- 
curven vierter Ordnui^ auf der Qnadrifläcbe iS und nennen wie früher (24) 



. {) Pepm oi^ VeU yob Quadrifltehen enthält zwölf Flächevi, welql\e iS berühren 
(131). 
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der Kürze iregen die Geraden der beiden Systeme, die auf dieser Fläebe 
existieren, besliglich Generairiaen und Directrixeii:, Es seien /, m, n drei Gene* 
ratrixen Ton «S; jede auf S gesogene Gurve vierter Ordnung sehneidet dan^ 
jede dieser Geraden in zwei Puncten, und fkUen drei dieser Pnncte, einer 
für jede Gerade, in eine gerade Linie, so zerfallt die Gurve in zwei Theile, eine 
cubische Baumcurve und eine Gerade (Directrix). Ist 1 ein beliebiger F^nct 
Ton l, so schneidet die Directrix, welche durch 1 geht, m und n in zwei 
Puncten m, n und die Gurve des Netzes, welche durch m, n geht trifi^ l in 
zwei Puncten 1'. Ist umgekehrt 1' ein beliebiger Punct von Z, so bilden die 
Curven des Netzes, die durch 1' gehen, ein Büschel und bestimmen so auf 
m und. n zwei projectivische quadratische Involutionen. Schneidet eine Curve 
des Netzes m in m,m' und n in tUfti', so ist der Ort der zu mn, mn', m'n, 
mV analogen Geraden eine Fläche vierter Ordnung — m und n sind für die- 
selbe Doppelgeraden — , welche l in vier Puncten 1 schneidet. Es fallt also 
sechsmal auf / ein Punct l mit l' zusammen, das heisst, es gibt sechs Curven 
des Netzes, von denen jede aus einer cubischen Raumcurve und einer Direc- 
trix zusammengesetzt ist. Analog gibt es sechs andere Curven, die aus, einer 
cubischen Raumcurve und einer Generatrix bestehen. 

In einem Curvennetxe von Raumcurven vierter Ordnung ^ die auf einer 
Quadrifiäche gebogen sind, gibt es also: 

1. xw&lf Cwrven^ die aus einer cubischen Raumcurve Und. eitfier Geraden 
heskiken; 2. aehn Curven aus ssisei Kegelsohniiten zusamtneng^setstt ; 3. viemnd- 
WKtning Curven mk einer Spitze. > 

193. Ist p ein Punct der Hessiana, so ist der Kegel 8 5^on der lO^en 
Ordnung, der 16-ten Classe niit 10 Doppelgeneratn'xen (nach den Doppel- 
pnncten der Hessiana gerichtet) und 18 stationären Generatrixen. Das boiBst: 
In einem NOze von Raumcurven vierter Ordnung, die a^f einem Kegel [der 
QuadripoUitfläehe von p) gezogen sind^ gibt es: 1. zehn, die asiS'zvoei Kegd- 
scfmitten bestehen; 2. achtzelm mit einer Spitze; 3. secJu aus einer cubiscJten 
Raumcurve und einer Geraden smsammengesetzte (entsprechend den seehs Ge- 
raden, welche die Öessiana ausser in p noch aiiderswo berühren (70)); 
4. zwei mit einer Spitze im KegelscheikL Letztere entsprechen den beiden 
Geraden, welche die Hessiana in p osculieren. i 

194. Ist p ein Doppelpunct der Hessiana, so wird diese Gerade in p 
durch eine unbegrenzte Zahl von Ebenen berührt, deren Enveloppe ein Quadri- 
kegel ist; die erste Polarfläche von p hat daher eine unbegrenzte Zahl Doppel- 
puncte in gerader Linie, das heisst, sie ist das System zweier Ebenen, die 
sich in einer Geraden p schneiden, die auf de)* Hessiana liegt, wie es ans 
der allgemeinen Theorie resnltiert (167). Die Puncte dieser Geraden sind dve 
Pole ebensovieler Kegel mit 'dem Scheitel p. Diese. Kegel bilden daher ein 
Büsehel nnd gehen durch vier Gerade, deoen. Gesaraimtheit die .Pohircurve 
von p darstellt. In diesem Büschel gibt es drei Systeme v^n je zweü Ebenen; 
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diese drei Systeme sind die QnadripolarfläeheD von drei tpecieUen Pancte der 
Geraden p, welche fUr die Hessiana Doppelpnncte sind. Die zehn DoppdpuneU 
p vertkeilen sich also zu drei und drei auf die zehn Geraden p, und dieee gehen 
zu drei und drei durch die zehn Puncte p, 

195. Da die Hessiana im Allgemeinen von der sechszebnten Classe ist, 
so hat sie ausser den zehn Puncten p keine weiteren Doppelpnncte. Ebenso 
enthält sie ansser den zehn Geraden p keine andern Geraden. In der That 
entsprechen die vier Durchschnittspuncte einer Geraden g mit der Hessiana 
den vier Kegeln^ die durch die Polarcurve vierter Ordnung von g gehen. 
Gehört g vollständig der Hessiana an, so entsprechen der unbegrenzten Zahl 
von Puncten von g eine unbegrenzte Zahl von Kegeln, die ein Bfischel bilden 
und folglich denselben Scheitel haben. Dieser Scheitel ist för die Hessiana 
ein Doppelpunct, denn diese Fläche wird dort von den Polarebenen aller 
Puncte von g berührt. 

Ein Doppelpunct p liegt im Allgemeinen nicht auf seiner entsprechenden 
Geraden p; wenn dies der Fall wäre, so wäre die erste Polarfläche von p 
ein Kegel mit dem Scheitel p^ und dieser Punct wäre also für die Funda- 
mentalfläche ein Doppelpunct. 

196. Es seien o, o' zwei entsprechende Pancte der Hessiana. Die Polar- 
kegel von c^ o* haben ihren Scheitel bezüglich in o'y a. und durchdringan sich 
gegenseitig in einer Raumcurve vierter Ordnung. Die beiden andern Qnadri- 
kegel, welche durch diese Curve gehen, sind die ersten Polarflächen der 
Puncte tt, 0, in denen die Hessiana durch die Gerade oo' nochmals geschnitten 
wird. Die Scheitel dieser andern Kegel liegen in den Puncten it^, o', welche 
tt| n entsprechen. Die Puncte o, o', itS o' sind also die Scheitel des Tetraeders, 
welches den Quadriflächen conjugiert ist, welche durch die Curve vierter 
Ordnung hindurchgehen, und folglich sind die Ebenen o'it'o', att'n' bezuglich 
die Polarebenen von o, a'. Deshalb gehen die Tangentialebenen der Heseiam 
in und o* durch die Gerade tt^D'. 

Da die Polarebenen von o, o' durch it', t* gehen, so gehen nmgekehrt 
die Polarkegel von it', o', deren ScJieitel »j n sind, durch a, o', enthalten daher 
die Gerade oa'ito vollständig und schneiden sich also noch in einer cabischeo 
Raumcurve. 

Daraus, dass die Polarkegel von tt', n* durch die Gerade ao* gehen, folgt, 
dasB der Polarkegel dieser Geraden seinen Scheitel in it' und in d' bat (186), 
dass heisst, er reduciert sich auf die Gerade it'o'. Die Polarebenen der PmcU 
von oo' gehen iämmtHch durch die Gerade it'o'. 

Die Puncte, in denen tt'n' die Hessiana trifft, sind die Pole der vier 
Quadrikegel, die durch die Curve vierter Ordnung gehen, welche die Polar- 
curve der betrachteten Geraden ist. Nun zerlegt sich aber diese Curve io 
zwei Theile (eine Gerade und eine cübische Raumcurve), und es gibt also 
nur zwei Quadrikegel, die durch dieses System gehen. Die Gerade »'9' ist 
somit Tangente der Hessiana in n* und 0'. 
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Jede Gerade aUo^ weiche tnoei correepondierende Puncte der Heeeicma ver* 
bindet, beeästt daher die Eigeneekafif dtue die Foiarebenen ihrer Punote dnurdk 
m/t feete Gerade (fehen, die eine DoppdtamgeaU der obigen Fläche ist. 

197. Wenn u und o zasammenfallen; das heisBt, wenn die Gerade oa' 
die Hessiana berührt (natürlich in einem Puncte u, der von o und 0' ver- 
schieden ist), so gehen die Polarflächen der Pancte von 00' durch dieselbe 
Gerade, die mit der Hessiana in u* einen vierpunctigen Contact hat. 

Fallen tt und t» in einem Doppelpuncte p susammen, so werden die 
Puncte u*fii* unbestimmt auf der entsprechenden Qeraden p (194); da aber 
die Polarkegel aller Puncte dieser Geraden durch 00' gehen müssen (196), 
80 folgt, dae» oa' eine der vier Geraden iet, wdche die Polarcurve van p 
hUdm (191). 

198. Im Falle, dass ein parabolischer Punct der Fnndamentalfläche ist, 
so liegt der Scheitel des Polarkegels im entsprechenden Puncte 0'; ausserdem 
geht er durch und berührt die Polarebene von längs 00' (16), das 
heisst diejenige Ebene, welche die Hessiana in 0' berührt. Da der Polar- 
kegel von 0' seinen Scheitel auf hat, so folgt, dass die Polarkegel dieser 
beiden Puncte sich längs einer Raumcurve schneiden, für welche ein Doppel- 
pnnct ist. Einer der Puncte u, Tällt mit 0' zusammen ; der aiidere sei 
der Punct ». Dann ist also die Gerade 00' (=u'n') Tangente der Hessiana 
in und n' (196). Die Ebenen , welche die Fundamentalfläche und die 
Hessiana in d berühren, schneiden sich längs 00', das heisst, diese Gerade ist 
Tangente der parabolischen Ourve der Fundamentalfläche in 0. 

Es sei w der Pnnct, in welchem die Gerade lOo' die Fundamentalflache 
nochmals trifft. Die erste Polarfläche von m geht dann durch m und 00* 
und trifft also die Ebene oo'o' in zwei Geraden, deren eine 00' ist, und die 
andere geht duch w. Dieser Punct m ist also der {einzige) Wendepunct der 
Ourve dritter Ordnung (mit Spitze in 0), längs deren die Fundamental/läche 
von der stationären Ebene oo't* berührt unrd ^). 

199. Wieviel Gerade gibt es in einer beliebigen Ebene E, die zu ao' 
analog sind (sie verbindet zwei entsprechende Puncte der Hessiana) f Die Ebene 
E schneidet die Hessiana in einer Curve vierter Ordnung, welcher die wind- 

• 

schiefe Berührungscurve sechster Ordnung zwischen der Hessiana und der 
gemeinen Polarfläche der Ebene E entspricht (168). Sei einer der Puncte, 
in denen E diese letztere Curve trifft. Dieser Punct hat, da er E angehört, 
seinen entsprechenden Punct 0' auf der Curve sechster Ordnung, und weil 
er dieser Curve angehört, muss sein entsprechender Punict auf E liegen. Es 
folgt daraus, dass die sechs Durchschnittspuncte der Ebene E mit der Raum- 



^) Und tpo ist die stationäre Tangente. 
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cnrve sediiter Ordnung, tieh ra zwei nnd zwei entsprechen. Anderseife sind 
aber [zwei entsprechende Pancte der Hessiana in Bezug auf eine beliebige 
Quadripolarfläohe conjagiert, und die sechs Pnncte, um die es sieh häodelt, 
sind also nach einer bekannten Theoreme; das man Hesse verdankt, die Scheitel 
eines voUstän^igcip Yierseits. Die JHagionalm diesee l^etemt ainä.die emsngen 
mit og' analogen Geraden, welche in der gegebenen Ebene^ E Hegen, Ple eu it'»' 
analogen Geraden (196), welche des^ Geraden oo* der Ebene E entsprechen, 
liegen auf der Folarfläche tob E (und in der nämlichen dreifachen Tangential- 
ebene dieser Fläche), weil die Polarflächen der Puncte ron E die Polaifläche 
dieser Ebene berühren (188). . 

200. Das betrachtete Vierseit ist bestimmt durch die Durchschnitte von 
vier beliebigen Quadripolarflächen, die nicht einem und demselben Netze an- 
gehören, mit der Ebene jEJ; man weiss in der That, dass wenn vier Kegel- 
schnitte in einer Ebene gegeben sind, es nur ein einziges Vierseit gibt, dessen 
Diagonalen darch jeden der gegebenen Kegelschnitte harmonisch getheilt wird ^). 

Zwei Gegenscheitel des Yierseits sind in Bezug auf die Kegelschnitte 
conji^iert, in denen die Ebene E die Quadripolarflächen dieser Puncte schneidet^ 
und folglich ist das Vierseit der Curve dritter Ordnung eingeschrieben, welche 
die jacobiana des von den genannten Kegelschnitten gebildeten Netzes und 
gleichzeitig der Schnitt der Polarfläche der Ebene £'. durch eben dieselbe 
Ebene ist. Die nämlichen sechs Puncte — die Scheitel des Yierseits —r sind 
auch auf der ebenen Cnrve vierter Ordnung gelegen, welche E und der Hessi' 
ana gemein ist, welche letztere Fläche von der Polarfläche dieser Ebene in allen 
Puncten der Curve sechster Ordnung berührt wird. Diese sechs Puncte sind 
also ebenso viele Berührungspuncte zwischen den Curven, in denen E die 
Polarfläche und die Hessiana schneidet. 

Es folgt hieraus, dass die Seiten des Yierseits die ebene Curve vierter 
Ordnung nochmals in vier Puncten auf einer geraden Linie g treffen. Diese 
Plancurve gehört dem Büschel an, welches durch das System der vier Ge. 
raden, welche das Yiereck bilden, und das System der Curve dritter Ordnuog 
und der Geraden g bestimmt ist. Hat daher diese letzte Curve einen Doppel- 
punct a, was eintritt, wenn £ in a die Fundamentalfläche berührt 2), so fallt 
die Polargerade von a in Bezug auf die Plancurve viierter Ordnung mit der 
Polargeräden desselben Punctes in Bezug auf das System der vier Seiten des 
Yierseits zusammen (der harmonischen Polare von a in Bezug auf das Yierseit). 
Man weiss aber, wenn eine cubische Plancurve mit Doppelpunct durch 
die Scheitel eines vollständigen Yierseits geht, dass dann die Gerade, welche 



1) Mathemaiieal questions from the Educational Times. T. IV., London 
1866; p. 110. 

8) Hat eine cubische Baumcnnre einen Doppelpunct, so gehen alle Polarkegol- 
Bohnitte durch diesen Panct, der daher auch für die Jacobiana des Netzes der Po- 
laren ein Doppelpunct ist. 
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die drei Wendepuncte verbindet, die harmonische Polare den Doppelpunctes 
in Besag auf das Yierseit ist. Die Polargerade von a in Bezug auf die Plan- 
cunre vierter Ordnung geht daher durch die Wendepuncte der Curve dritter 
Ordnwig, welche gleichseitig die Wendepuncte des Schnittes der Fundamental- 
fliehe durch E sind. 

Folglich der Sats: Die Durehechnittegerade einer TangenÜdUhene der 
Fundamentd^fiädiie mü der Pokarebene dee BerÜhrungepundes in Bezug auf 
die Heeeiana geht durch die drei Wendepuncte des Schnittes, der durch, die 
Tangentialebene auf der F^mdamenta^che erzeugt wird. 

Ist die Tangentialebene stationär, so kommt man auf ein schon bewiesenes 
Theorem (198) surOck. 

301. Auf einer beliebigen Ebene E gibt es wieviel su n*n* analoge Ge- 
rade (das heisst Gerade, deren Polarcnrve das System einer Geraden oo' 
und einer cubischen Ranmcurve sind)? Die in der Ebene E gezogenen Ge- 
raden entsprechen den Raumcnrven vierter Ordnung, welche durch die acht 
Pole der Ebene gehen. Es ist bekannt, dass diese acht Pole so unter ein- 
ander verbunden sind, dass diejenige cubische Raumcurve, welche durch sechs 

von ihnen beschrieben ist, die Gerade, welche die beiden andern verbindet, 

7 8 
zweimal schneidet. Die acht Puncto zu zweien combiniert geben nun -|- = 28 

® 2 

Curven vierter Ordnung, zusammengesetzt aus einer Geraden und einer cubi- 
schen Raumcurve. Die gegebene Ebene enthält aleo 28 zu u'n' analoge Gerade ; 
sie sind die 28 Doppeltangenten des Schnittes der Hessiana durch die Ebene E, 

Dieser Schnitt ist von der 12-ten Glasse und hat 24 Wendepuncte. Man 
findet so die Eigenschaft wieder (191), dass es in einem Büschel von Raum- 
curven vierter Ordnung 12 mit Doppelpunct gibt, und weiter, daee unter den 
Raumcurven dieser Ordnung, welche durch die acht Durchschnütspuncte dreier 
Quadrißäehen gehen, 24 mit einer Spitze enthalten sind, 

1 ^^ 

202. Eine beliebige Gerade g trifft die Hessiana in vier Puncten a, b,c,h; 
es seien o', b*, (', h' die vier entsprechenden Puncto. Da a',b',(',^' die Scheitel 
der vier Kegel desselben Büschels von Quadriflächen smd , so ist der Punct 
a' der Pol der Ebene b't'b* in Bezug auf die Polarkegel von b, t, b, das 
heisst b*e*b* ist die gemischte Polarebene der Punctenpaare a^ b ; a', r; a*,h 
oder auch, b*c*b* ist die Polarebene jedes der Puncto b, e, b in Bezug auf den 
Polarkegel von o'. Dieser Kegel hat aber den Scheitel a, und folglich geht 
die Ebene b'e'b* durch o. 

Wenn cdso a, b, t, b vier Puncte der Hessiana in gerader Linie sind, so 
sind die entsprechenden Puncte o!, b*, t*, b* die Scheitel eines Tetraeders, dessen 
Seitenflächen b*tV, tVa\ b*a%, aVt' bezüglich durdi a, b, (, b gehen. 

203. Alle Quadripolarflächen, welche durch einen Pnnct o gehen, bilden 
ein Netz; darunter gibt es eine, welche in o eine beliebig gegebene Ebene 

GiSHOiTA, OtMrflKehtn. 11 
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beräiirt. Ist aber a ein Punct der üessiana und o' der entsprechende Punct, 
80 werden alle Polarflächen von o in ihm von Ebenen berührt, die dnrch die 
Gerade ao' gehen (164); diejenigen, welche in o dieselbe Ebene berühren, 
bilden ein Büschel, und ihre Pole liegen auf einer Tangente der Hessiana m 
0^ Daraus ergibt sich die Gerade oo' als Polare der Tangentialebene der 
Hessiana in o in Bezug auf den Polarkegel von o' und zugleich als Polare 
der Tangentialebene derselben Fläche in o' in Bezug auf den Polarkegel von 
0, Mit andern Worten: Die Tangentialebene der Hessiana in o und die Tan- 
gentialebene im nämlichen Puncte einer beliebigen Quadripolar/läche, welche durch 
ihn geht, sind conjugiert in Beeug auf den Polarkegel von o'. 

Umgekehrt: Jede Tangente der Hessiana in o' enthält die Pole einer un- 
begrenzten Zahl von Quadripolarflächen, die in o von ein und derselben Ebene 
berührt werden, 

204. Es sei p ein Doppelpunct der Hessiana und p die entsprechende 
Gerade (194). Sobald jeder Punct von p dem Puncto p entspricht, sind die 
Polarebenen aller Puncte von p Tangentialebenen der Hessiana in |> (183), 
das heisst, der osculierende Quadrikegel, den die Osculierenden der Hessiana 
in p bilden, ist der Polarkegel der Geraden p. Dieser Kegel enthält die drei 
Geraden 2? j ,2>2>i'3 (analog zu ^ (194)), welche durch p gehen, denn jeder 
Punct dieser Geraden ist der Pol eines Polarkegels, dessen Scheitel einer 
der drei Doppelpuncte Pi,P2jP9 ^^^ Hessiana ist, die bvS p liegen. 

205. Die Polarebene von p berührt die Hessiana in der ganzen Länge 
der Geraden p (167) und schneidet also diese Fläche in einem Kegelsohnitte 
c. Ebenso berührt die Polarebene von p^ die Hessiana längs p^ ; nun ist aber 
I», ein Punct von p\ also: Die Hessiana und der Polarkegel von p werden 
längs der drei gemeinschaftlichen Geraden p^yP^} P^ durch dieselben Ebenen 
berührt j die Polarebenen von p^yP^iPz* 

206. Der Punct p und ein beliebiger Punct von p sind zwei entsprechende 
Puncte der Hessiana, also ist die Gerade, welche diese Puncte verbindet, 
der Ort der Pole, deren Polarebenen durch ein und dieselbe Gerade gehen, 
die eine Doppeltangente der Hessiana ist und in der Polarebene von p liegt 
(196). Einer der Berührungspuncte liegt auf p, der andere gehört dem Kegel- 
schnitt c an. Das heisst, jeder Geraden, die durch p in der Ebene pp ge- 
bogen ist und als Gerade oo' (196) angesehen wird, entspricht als Gerade 
«'tt' eine Tangente von c. Es sei o der Punct, in dem die erste Gerade 
von p getroffen wird und u der Punct, in welchem dieselbe Gerade die 
Hessiana nochmals schneidet (die Puncte o' und o fallen mit p zusammen); 
«' und t* die Puncto*, in denen die zweite Gerade bezüglich c berührt und 
p schneidet. Man sieht, dass der Kegelschnitt c zur entsprechenden Curve 
die cubische Plancurve (Ort der Puncte m) hat, in welcher die Ebene pp 
die Hessiana schneidet. 

Die Ger<^de u'o' liegt in der Polarebene von o ; nun berührt diese Ebene 
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den Polarkegel von Pf nnd letzterer Kegel wird daher dnrch die lu u'o' analogen 
Geraden berQhrt; das heieet, der Kegelschnitt c ist die Spur des Kegels auf 
der Polarebene von p. Also: 

JDßr Osculationakegel der Hesnana in einem DoppelpuncU berührt diese 
Fläche in drei Geraden und schneidet sie ausserdem noch in einem Kegdschnittf 
der in der Polarebene des Doppelpunctes Hegt, 

207. Es gibt weitere Eigenschaften der Ebene pp, die erwähnt werden 
mfissen. 

Der Polarkegel von tt' geht durch p, ausserdem ist die Polarebene von 
p in Besng auf diesen Kegel (nämlich die Tangentialebene dieses Kegels 
längs pn) die Polarebene von tt' in Bezug auf den Polarkegel von p (83), 
das heisst die Ebene pp. Die letztere Ebene berührt also die Polarkegel 
säromtlicher Puncte des Kegelschnittes c, und die BerQhrungsgeneratrixen 
gehen durch p. 

Sobald die Ebene pp in o die ersten Polarflächen der Puncte p und u' 
berührt, so berührt sie im nämlichen Puncte die ersten Polarflächen aller 
Puncte der Geraden pu', und schneidet sie in Geradenpaaren in Involution, 
deren Doppelstrahlen op und p sind. Zwei oonjugierte Gerade r^r* dieser 
Involntion gehören einer ersten Polarfläche an, deren Pol t\ sei (ein Punct 
von yit')« Denken wir uns eine Ebene durch t\ und eine beliebige Tangente 
^'i^'i ^^° ^* ^'® ersten Polarflächen von u\fn\ gehen zusammen (196) 
durch die Gerade pu^, welche u\n\ entspricht (wie pu der Geraden tt'o'), 
also sind die Puncte, in denen diese Gerade r, r' trifft, zwei Pole der Ebene 
qs'^n'i. Das heisst, die Polarebenen der Puncte der Geraden r,r' umhüllen 
ein und denselben Kegel qc. Alle analogen Kegel gehen durch den Kegel- 
schnitt c, und dieser stellt daher, und zwar er allein, die Enveloppe der 
Polarebenen der Puncte der Ebene pp vor. Man kann dies auch auf. fol- 
gende Weise zeigen. 

Der Doppelpunct p hat die Eigenschaft, dass alle Quadripolarflächen, 
die durch ihn gehen, in ihm durch dieselbe Ebene pp berührt werden (208). 
Daraus folgt, dass, wenn man durch p die beiden Geraden zieht, welche jede 
die windschiefe Polarcurve vierter Ordnung einer beliebigen Geraden t des 
Baumes in zwei Puncten trifft, diese beiden Geraden stets in der Ebene pp 
liegen, das heisst, die Polarcurve einer beliebigen Geraden hat stets zwei 
Sehneu, die von p ausgehen und in der Ebene pp gelegen sind. Es sei :pit 
eine dieser Sehnen. Jeder der Puncte, in welchem sie auf der Raumcurve 
aufsteht, hat eine Polarebene, die dnrch t und n'n* geht (daraus folgt, dass 
t die Gerade n*n* schneidet); diese beiden Geraden geben aber eine einzige 
Ebene, also sind die beiden Puncte, in denen pu die Baumcurve schneidet, 
die Pole ein und derselben Ebene, die durch t geht. Zwei dieser Polar- 
ebenen (in Bezug auf die beiden Geraden pu) werden durch die beiden Ge- 
raden u'i>* bestimmt, welche man in der Ebene von c so ziehen kann, dass sie 

die Spur von i enthalten und den Kegelschnitt berühren; durch eine Gerade t 

11* 
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gehen alfto nur zwei Ebenen, deren Pole auf der Ebene pp liegen, and diese 
Ebenen berühren c; mit andern Worten, dieser Kegelschnitt ist die vollstän- 
dige Envdoppe der Polarebenen der Puncte der Ebene pp. 

Ein beliebiger Punct der Polarebene von p gehört zwei Geraden u*9' 
(Tangenten von c) an, und folglich geht die Quadripolarfläche dieses Punctes 
durch die beiden entsprechenden Geraden pu (196), das heisst, sie berührt 
in p die Ebene pp. Der Ort der Puncte^ deren erste Polarfläcken die Ebene 
pp berühren, ist also zusammengesetzt: 1. Aus dem Kegel pCf dessen Puncte 
Quadripolarßäehen besitzen, weiche pp berühren, und zwar in einem Puncte 
von p ; 2. Aus der Polarebene von p, in wddier die Puncte des Kegelschnittes 
c die Pole der Polarkegel sind, welche die Ebene pp in Geraden berühren, die 
von p ausgehen, wöhrend die Quadripolarflät^en der andern Puncte dieser 
Ebene die Ebene pp in p berühren. 

Nach dem Vorhergehenden ist es klar, dass die Raumcurve sechster 
Ordnung, welche im Allgemeinen die Berührungscurve der Hessiana mit der 
Polarfläche einer Ebene ist (158), sich, wenn diese Ebene die Ebene pp ist, 
auf das System der vier Geraden jp,^j,P2iJ's i^^ ^^^ Kegelschnitt c redudert 

208. Eine beliebig durch den Doppelpunct p gelegte Gerade trLBft die 
Hessiana in zwei weiteren Puncten c, 2i ; es seien c', li' die entsprechenden 
Puncte. Die ersten Polarflächen der Puncte der Geraden pcb gehen durch 
zwei Kegelschnitte die in zwei Ebenen liegen, welche die Quadripolarfläche 
von p bilden und durch p gehen (194). In dem Büschel dieser ersten Polar- 
flächen sind folgende Puncte diejenigen, deren Polarebene in Bezug auf diese 
Flächen constant ist: 1. die Puncte c*, h' (Scheitel der Kegel des Büschels), 
deren Polarebenen in Bezug auf die Quadriflächen des Büschels bezüglich 
ph' und pe* sind, und 2. die Puncte von p, deren Polarebenen in Bezug auf 
die nämlichen Quadriflächen durch die Gerade t'h' gehen. Die Ebene p}i* 
ist also die gemischte Polarebene der Puncte }f,c', das heisst, sie ist die 
Polarebene von h in Bezug auf den Polarkegel von c', dessen Scheitel c ist. 
Daraus folgt, dass die Ebene ph' durch ( geht, und analog die Ebene ps' 
durch ^. 

Ist ausserdem x ein beliebiger Punct von p, so geht die Polarebene von 
X in Bezug auf den Polarkegel von c durch c'^'; mit andern Worten, c*llf' 
liegt in der Polarebene von c in Bezug auf den Polarkegel von x, dessen 
Scheitel p ist, das heisst, die Puncte p,c*,h' sind in gerader Linie. Also: 

Wenn eine durch einen Doppelpunct p gezogene Gerade die Hessiana in 
c,h schneidet, so liegen die entsprechenden Puncte c',h' eberrfaUs mit p in ge- 
rader Linie, und die Geraden tb', t't treffen sich auf der Geraden p. 

209. Diese Schlüsse gelten auch dann noch, wenn der Punct c auf 
eine Gerade p^ fällt, eine der Geraden auf der Hessiana aber von p (der 
p entsprechenden) verschieden, ebenso von Pi^p^yP^ (^® durch p gehen), 
nämlich einem Puncte p^ entsprechend, der etwa auf pj^ liegt. Nun wird c' 
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der DoppelpÜDct p^ nnd h' ist ein Panct der Geraden p^. Der nämliche 
Punct h' ist der Pol einer ersten Polarfläche mit einem Doppelpunct in (; 
nun haben aber die Nichtdoppelpnncte von p^ als Quadripolarflachen Kegel 
mit dem Scheitel p^ , also ist b' der dritte Doppelpunct p^ der auf p^ liegt, 
und folglich fällt t auf die Gerade p^, 

Ist der Pnnct t auf |>^ variabel , so bleiben die Pnncte t' i^p^ und 
V (= p^, die beide auf der festen Geraden p^ liegen, unverändert, also wird 
d nicht aus p^ herausgehen. Daraus folgt, dass die Geraden p^ und p^ in 
einer Ebene liegen, die durch p geht. Diese Ebene muss ausserdem die 
Hessiana in einer Curve zweiter Ordnung mit Doppelpunct in p schneiden; 
letztere Curve ist also das System zweier Geraden, die noth wendigerweise mit 
p^ und p^ zusammenfallen. 

Der gemeinschaftlicbe Punct der Geraden p'^ , p^ ist der Pol einer Qua- 
dripolarfläche mit Doppelpunct in p^ und f>^, das heisst einer Quadrifläche, 
die aus zwei Ebenen besteht, die durch p^ gehen; also ist deri>^ undp^ ge- 
meinschaftliche Punct der Punct p^ (der auf p liegt). 

Die Gerciden p^yP^tP^tP^ bilden also ein vollständiges ebenes Vietseii, 
dessen Scheitel sechs Doppelpuncte der Hessiana sind. Zwei Gegenscheitel sind 
entsprechende Puncte, das heisst, Jeder derselben Hegt auf der entsprechenden 
Geraden des andern. 

Wie gross ist die Zahl der Ebenen, die derjenigen analog sind, welche die 
vier Geraden p^^p^yP^^p^ enthält? Durch jeden der Puncte p gehen drei 
solche Ebenen, und jede Ebene enthält sechs Puncte p, die Zahl der Ebenen 

ist also * -- = 5. 
6 

Oder auch anders: Zwei dieser Ebenen gehen durch jede der Geraden 

p und jede Ebene enthält vier Gerade p, die Zahl der Ebenen ist folglich 
2.10 R 

Diese fünf Ebenen bilden einen Pentaeder (zuerst von Sylvester ent- 
deckt), dessen Scheitel und Kanten bezüglich die zehn Puncte p und die zehn 
Geraden p sind» 

Von diesen fünf Ebenen gehen drei durch p und die . andern durch p, 
also hat der gemeinschaftliche Scheitel dreier Seitenflächen des Pentaeders den 
Durchschnitt der beiden übrigen Seitenflächen zur entsprechenden Geraden. 

210. Will man das System dieser fünf Ebenen studieren, so ist es am 
Besten, dieselben durch die Zahlen 1,2,3,4,5 zu bezeichnen, in der Art, 
dass die zehn Scheitel p (Doppelpuncte der Hessiana) und die bezüglichen 
zehn Gegenkanten (entsprechen den Geraden p) bezeichnet sind durch: 

123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345 
145, 35, 34, 25, 24, 23, 15, 14, 13, 12. 

Ein beliebiger Punct der Geraden 12 hat zur Quadripolarfläche einen 
Kegel, der dem Trieder conjugiert ist (194), das durch die Ebenen 3,4,5 
gebildet wird. Ebenso sind die Polarkegel, deren Pole beliebig auf den 
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Geraden 1.% 14, 15 angenommen sind, den Triedern 245,235,234 beaiiglich 
conjugiert. Daraus folgt , dass alle Quadripolarflächen des durch diese vier 
Kegel bestimmten Netzes, nämlich die Qnadripolarfl'ächen aller Puncte der 
Ebene 1, ein und demselben Tetraeder conjugiert sind, nämlich dem Tetrae> 
der 2345. 

DU Ebenen 1, 2, 3, 4, 5 «ind die einsigen, welche die Eigenschaft besitzen, 
dass die Quadripolarflächen aller Ptmcte einer jeden van ihnen demselben Te- 
traeder (das durch die vier andern gebildet wird) conjugiert sind; weil man 
beweisen kann, dass, wenn die Quadripolarflächen eines Netzes ein und dem- 
selben Tetraeder conjugiert sind, die Kanten desselben in der Hessiana liegen. 
In der That ist diese Fläche die Jacobiana (139) des linearen Systems, das 
durch genanntes Netz und eine andere nicht zum Netze gehörige Quadri- 
polarfläche S bestimmt ist. Nimmt man auf einer Kante des Tetraeders einen 
Pnnct an, auf der Gegenkante dort den Punct o', wo dieselbe durch die 
Polarebene von o in Bezug auf S geschnitten wird, so sind die Puncte o, o' 
in Bezug auf alle Flächen des Systems conjugiert, und gehören also der 
Hessiana an. 

211. Wir haben oben (196,201) bewiesen, dass jede Bitangente der 
Hessiana die Eigenschaft besitzt, die Enveloppe der Polarebenen der Puncte 
einer andern Geraden zu sein, welche die beiden entsprechenden Puncte der 
Fläche verbindet. Unter den Geraden, welche diese Eigenschaft besitzen, 
befinden sich die zehn Kanten des Pentaeders und die fünfzehn Diagonalen 
seiner Seitenflächen. Jede Kante, wie 12, entspricht einem Büschel Polar- 
kegel (194), dessen Basis das System der vier Geraden ist, welche im ent- 
sprechenden Puncte 345 zusammenlaufen; und umgekehrt (87): die Polar- 
ebenen der Puncte jeder dieser vier Geraden gehen durch die Gerade 12. Jede 
Diagonale, wie {l 23) {145}^ entspricht einem Büschel von Quadripolarflächen, 
die nicht Kegel sind, deren Basis das System der vier Geraden ist, gebildet 
durch den Durchschnitt der beiden Ebenenpaare, welche die Quadripolar-» 
flächen der Puncte 123, 145 darstellen, und umgekehrt: Die Polarebenen 
der Puncte dieser vier Geraden gehen sämmtlich durch die betrachtete Diagonale. 

212. Wir haben gezeigt, dass einer beliebigen Geraden pch durch den 
Doppelpunct p eine Gerade pc'h' entspricht (208), und aus dem Vorher- 
gehenden (209) folgt, dass, wenn die Gerade pch in eine Seitenfläche das 
Trieders P1P2P3 ^^^^^) ^^^ Gerade pc'h' mit der Gegenkante desselben Tneders 
zusamraenfällr. Ist umgekehrt pth eine der Geraden i>i,l^2>i'3> ^^ ^^^ P^'^' 
eine beliebige unter den Geraden, welche durch p geben und in der Ebene 
der beiden andern Geraden p liegen. 

Fällt pch mit pt*h' zusammen , das heisst, sind c, b zwei entsprechende 
Puncte, so ist pth (197) eine der vier Geraden, durch welche die Polarkegel 
vom Scheitel p gehen. 

Ist pt^ in der Ebene pp gezogen, so fällt c' mit p zusammen, und folglich 
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oecaliert die Gei'ade pt'b' die HessiAna in |»; also erzeugt, wenn pth um p 
variabel ist in der Ebene i^p^ die Gerade pt*t' den Polarkegel von p\ und 
während t die Gerade p durchläuft, und t eine cubiiche Plancurve mit Doppel- 
punct in |i beschreibt, erzeugt der Punct d' den Kegelschnitt c, Durchschnitt 
des genannten Kegels mit der Hessiana (206). Sobald ytb die Hessiana 
oscnliert, das heisst, wenn sie in p einen der Zweige der cubisohen Plancurve 
berührt , so fällt b mit p zusammen , und folglich auch ^* auf p. Daraus 
ergibt sich, dass die beiden Durchscbnittspuncte des Kegelschnittes c mit 
der Geraden p den beiden Puncten der coblscben Plancurve entsprechen, 
welche unendlich nahe p liegen. 

213. Verschiebt sich die Gerade pt!t in einer Ebene E dureh |i, so 
erzeugt die Gerade pt'h^ einen Kegel, der durch p^yP^p^ geht, wegen der 
drei Geraden, in denen E die Seitenflächen des Trieders p^p^p^ schneidet 
(212). Dieser Kegel ist durch zwei andere Generatrixen bestimmt, weil zwei 
Gerade, die durch p gehen, die Ebene E bestimmen. Die Kegel, welche 
in dieser Weise zwei Ebenen Ey E^ entsprechen, haben eine einzige gemein, 
sehaftlicbe Generatrix (ausser p^tP^yP^ nämlich die Gerade pt'li>', welche der 
Durchschnittslinie pt\t der beiden Ebenen entspricht. Die Kegel, welche den 
Ebenen E entsprechen, sind also zweiter Ordnung. 

Wir haben so eine Trtmeformation der Figuren erhalten, welche aits Ge- 
radeii (also auch aus Ebenen und Kegeln) gebüdd werden, die von p attagehen. 
Einer Geraden entspricht eine Gerade, einer Ebene entspricJU ein Quadrikegelf 
der dem Trieder PiP^Ps umgeschrieben ist, und vmgekehrU 

Sobald die Puncte c, (' und ebenso 2r, 1^' in Bezug auf jede Quadrifläche 
conjugiert sind, so sind die Geraden ycd, pt%' in Bezug at^ sämnUliche Folqr^ 
kegel vom ^Scheitel p conjugiert. Diese Kegel bilden ein Büschel und gehen 
durch die vier Geraden, welche ihnen entsprechen, und diese vier Geraden 
bilden ein vollständiges Vierkant, dessen Diagonalgerade PiyP^jP^ ^^ 
(Durchschnitte der Ebenenpaare, welche dem Büschel angehören, und die 
Quadripolarflächen der Puncte Pi>Pf>PQ sind). Also: Der Qmdrikegel, der 
dem Trieder PiP^Pg umgeschrieben ist und einer Ebene E entspricht, ist [der 
Ort der Polargeraden dieser Ebene in Bezeig auf die Kegel jenes Büschels, 
Folglich sehneidet obiger Kegel die Ebenen p^p^y ViPv PiP^ längs der conju* 
gierten Geraden der Durchschnittsgeraden derselben mit E in Bezug auf die 
respectiven Geradenpaare p^yPc^'^ Ps*jPi't Pii P2' ^G^selbe Kegel ti'ifft die 
Ebene E längs zweier entsprechender Geraden, von denen jede eine Be- 
ruh rungsgeneratrix zwischen j£Jund einem Kegel des Büschels ist; die Ebenen, 
welche durch p^ gehen und bezüglich dureh zwei entsprechende Gerade, 
biMen ein harmonisches System mit den Ebenen PiP^tPiP^'^ ^- s- ^• 

214. Wir betrachten einen Cubikegel (Kegel dritter Ordnung), der durch 
die sechs Geraden PPiiPP2iVPd> PvP2>Pä S^^* ""^ längs der drei letzten 
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durdi die Polarebenen von p^, i^y |)^ berührt wird ^). E^ sei i^tb eine Ge- 
neratrix dieses Kegels. Die Ebene pt schneidet die Hessiana und diesen 
Kegel längs zwei cubischen Plancurven, die sieben Poncte gemein haben, 
von denen drei dieselben Tangenten besitzen; diese cubischen Curyen fallen 
also zusammen. Das heisst: Der Cubikegü trifft die Hessiana in tiiMT PUm- 
curve (dritter Ordnung), deren Ebene pc ist, und aUo noch in einer andern 
Flaneurve (derselben Ordnung), deren Ebene pt ist Jede dieser beiden 
Ebenen gentigt offenbar, um auf eine einzige Weise den Cubikegel und die 
andere Ebene zu bestimmen; ailso bilden diese Ebenenpaare^ die die Durek- 
schnittseurven der Hessiana mit den Cfubikegeln des Büschels, um das es sieh 
handelt, eivtkaUeny eine Involution; die Doppelebenen derselben enthalten die 
Berührungscurren zwischen der Hessiana und zwei Kegeln des Büschels. 
Das heisst: Die Tangenten y welche man vom Puncte p aus an die Hessiana 
ziehen kann, bilden moei Cubikegely und die Berührungscurven befinden sich m 
zwei durch p gehenden Ebenen; das System dieser beiden Ebenen ist folglich die 
Quadripolarfläche des Punctes p. Also: Die Quadripolarfläche von p besteht 
aus fswei Ebenen, welche mit derjenigen beiden Ebenen ein harmonisches System 
bilden, welche die beiden cubischen Plancurven enthalten, die ein und demselben 
Cubikegel des Büschels angehören. 

Unter den Kegeln dieses Büschels gibt es auch des, welcher durch die 
Ebene pp und den Polarkegel von p gebildet wird. Die Ebenen der Schnitte, 
welche denselben entsprechen, sind die Ebenen pp und die Polarebene von 
p. Ein anderer Kegel desselben Büschels ist das Trieder PiP^p^, das durch 
diejenigen drei Seitenflächen des Pentaeders gebildet wird, welche in p zu- 
sammenlaufen. Die entsprechenden Schnitte liegen in den beiden andern 
Seitenebenen des Pentaeders, welche durch i? gehen, und jeder von ihnen 
ist das System dreier Geraden. ELieraus zieht man, dass die beiden Ebenen, 
welche die Quadripolarfläche von p darstellen, und die beiden Seüenfläcfien des 
Pentaeders, welche durch p gehen, ein harmonisches System bilden. 

215. Die Ebenen pc, pb gehen bezüglich durch b', c' (208), folglich 
geht der Cubikegel des erwähnten Büschels, welcher durch pth geht, auch 
durch pt'h*, das heisst (118), dieser Kegel entspricht sich selbst. Man schliesst 
hieraus und aus bekannten Eigenschaften der cubischen Plancurven '), dass die 
Tangentialebenen unseres Kegels längs zweier entsprechender Geraden pth, 
pt'\i* sich in einer Generatrix des nämlichen Kegels schneiden; dass jeder 



1) Die analogen Cubikegel bilden ein Bflsehel, denn die gemeinsamen Bedin- 
gungen sind nenn Geraden &qai?alent, durch welche das System der drei Ebenen 
P%VzyVzVvV\V2 ^^^ ^ System der Ebene pp und des PoUrkegels der Geraden 
p gehen. 

3) Man kann in der That den Cubikegel als Jacobiana eines Netses TOn Qoadri- 
kegeln vom Scheitel p betrachten, dem das Polark^lbüsohel der Puncte Ton p 
angehört. 
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Qaadrikegel, der dem Trieder PiP^p^ itingeschriebeD ist, den Cabikegel längs 
der drei Berührnngsgeneratrixen schneidet, welche dieser Kegel mit ein und 
demselben Kegel zweiter Ordnnng besitzt; nnd dass diese drei Generatrixen 
ein Trieder bilden, dessen Seitenflächen den Cubikegel in drei neuen Geraden 
schneiden^ welche in der Ebene liegen, welche dem ersten Quadrikegel ent- 
spricht. U. s. w. ; n. 8. w. 

216. Wir wollen jetzt noch einige Bemerkungen Über die Polarfläche 
einer beliebigen Ebene E machen, welche durch den Doppelpunct p geht. 
Da dieser Pnnct der Scheitel einer unbegrenzten Zahl von Polarkegeln ist, 
deren Pole die Pnncte von p sind, so geht die Polarfiäche durch diese Gerade 
und ist längs derselben durch die Polarebene von y berührt. Dieselbe Fläche 
geht ausserdem noch durch p und wird in diesem Puncte von der Polarebene 
des Punctes i berührt, in dem E von p getroffen wird. Unter den Polar- 
kegeln vom Scheitel p gibt es zwei, welche die Ebene E berühren; also 
(188): Die Polairfläche hat zwei Doppelpuncte auf p. 

Die Qnadripolarflächen, die durch p geben, treffen E in Kegelschnitten, 
die in p durch ein und dieselbe Gerade ))i (Durchschnitt der Ebenen E und 
1^) berührt werden. Ein beliebiger Punct dieser Geraden ist für einen dieser 
Kegelschnitte ein Doppelpunct, das heisst, er ist ein Berührungspunct zwischen 
E und einer ersten Polarfläche durch p. Alle analogen ersten Polarflächen 
gehen daher durch die Gerade ))i, und ihre Pole sind auf der Geraden ge^ 
legen, welche den Durchschnitt der Polarebenen von p und i bilden. Daraus 
ergibt sich, dass diese letztere Gerade der Polairfläche von E angehört. 

Diese Polarfläche berührt die Hessiana längs einer Raumcurve sechster 
Ordnung (158), die sich in unserem speciellen Falle in zwei Theile theilt, 
die Gerade p und eine Raumcurve fünfter Ordnung, die durch p geht. Diese 
Curve, als dem Schnitte der Ebene E auf der Hessiana entsprechend, bildet 
in Verbindung mit den Geraden PijP^tP^ clen vollständigen Durchschnitt 
dieser Fläche mit dem Quadrikegel, welcher der Ebene E entspricht (213). 
Der letztere Kegel schneidet daher die Polarfläche von E nochmals in einer 
Geraden. In der That, sobald die Ebene E durch die entsprechenden Puncte 
p, i der Hessiana geht, berührt sie in i ein Büschel von Quadripolarflächen 
(203), deren Pole auf einer Geraden durch p sich befinden, die in der Polar- 
fläche Uegt; und diese Fläche wird längs jener Geraden durch die Polar- 
ebene von t berührt. Dieselbe Gerade enthält die beiden andern Doppel- 
puncte der Fläche, welche die Pole der beiden Kegel sind, die zu dem 
Büschel gehören. Diese beiden Kegel haben daher ihre Scheitel auf einer 
in der Ebene E durch p gehenden Geraden, welche der 'ersten Geraden 
entspricht. 

217. Indem man diese Betrachtungen auf die Ebenen des Pentaeders 
12345 (210) anwendet, sieht man, dass die Kanten des Tetraeders 2345 die 
Curve . sechster Ordnung (entsprechend dem Vierseit mit den Seiten 12> 13, 
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14| 15) bilden , längs dessen die Hessiana durch die Polai^äche der Ebene 
1 berührt wird. Diese Fläche hat daher die Functe 234, 235, 245, 345 (die 
Scheitel des Tetraeders) zn Doppelpnncten. Dieselbe Fläche enthält als reci- 
proke Fläche der Sidnerschen Fläche (188) drei andere Gerade die in derselben 
Ebene liegen. Diese Geraden sind (216) die Durchschnitte der Folarebeneu der 
Pnnctenpaare (123, 145), (124, 135), (143, 125), der Gegenscheitel des Vier- 
seits. Sie bilden gleichzeitig ein Dreieck a^b^c^, von dem jeder Scheitel der 
Fol einer ersten Folarfläche ist, die die Ebene 1 berührt, und durch zwei Gegen- 
scheitdpaare des Yierseits geht; also sind die Diagonalen dieses Vierseita zu 
zweien combiniert die Durchschnitte der Ebene 1 mit den ersten Folarflächen 
der Punete a^, b|, c^; das heisst, die Scheitel a\t b'^, t\ des Diagonaldreiecks 
sbd die Pole der Ebene a^bjt^« 

Der Ebene 2 entspricht ebenso eine Ebene ^j^^v ^^^^^ ^^^ Polarebene 
jedes Scheitels des Dreiecks a^2^'2^'2 i&t, das durch die Diagonalen des Yier- 
seits (21, 23, 24, 25) gebildet wird; u. s. w. für die übrigen Ebenen des Pen- 
taeders. Nun gehen aber die P^benen, die vom Functe 345 aus durch die 
Diagonalen 

jl23!|l45}=bV'i, J124|jl35} = c>'i, )125j|l34t =a'iV, 

gezogen sind, auch durch die Diagonalen 

jl23||245| = bV's, {I24}!235|=£'i,a'a, |l25|{2a4|=a',b'j . 

weil die Pnnctenpaare 

(145, 245), (135, 235), (134, 234) 

mit 345 in gerader Linie liegen; also treffen sich die Geraden a\ ft'2» ^'i ^V 
c'jC'jj in demselben Punete 345. 

Da die Ebene ftjb^c^ die Polarebene der Punete a'^, b'^, t\ ist, so folgt 
daraus, dass die Quadripolarfläche des gemeinschaftlichen Punctes dieser 
Ebene und der Geraden 12 ein Kegel ist, der durch die Punete o'i» b'j, c'j 
und durch die vier Geraden (durch 345) geht, welche die Basis des Polar- 
kegelbüschels der Punete von 12 bilden. Ebenso ist die Quadripolarfläche 
des Punctes, in welchem CLJ^^t^ die Gerade 12 schneidet ein Kegel, der 
durch die Punete a\, b'g, f'g und durch dieselben vier Geraden geht. Nun liegen 
aber die Punete a'j, a'g; b'^, b'g; ^ '^ ^ '2 ^^^ ^®"^ Punete 345, dem gemein- 
schaftlichen Scheitel beider Kegel, in gerader Linie ; die beiden Kegel fallen 
also zusammen, das heisst, die Ebenen a^b^c^, OgbgCg treffen die Gerade 12 
in demselben Punete. Also: Die Ebenen a^b ^c^, agbgCg, . • • , welche den Seiten- 
flächen 1,2,... des Pentaeders entsprechen^ bilden ein neues Pentaeder, dessen 
Kanten die entsprechenden Kanten des ersten treffen, und daher Hegen, die fünf 
Geraden, in denen sich die entsprechenden Seitenebenen der beiden Penta,eder 
schneiden, in einer einzigen Ebene, 

218. Wir haben oben bewiesen, daas dem Schnitte der Hessiana durch 
eine Ebene E eine Raumcurve k sechster Ordnung entspricht (168). £1 sei 
a ein Punct von ky 0* der entsprechende Punct von E, Die Polargerade 
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der Ebene E in Bezog auf den Polarkegel von o trifft die Hessiana nicht 
blos in o', sondern auch in drei anderen Pancten 1, m, tt. Die Ebene E ist 
siso die gemischte Polarebene der Pnnctenpaare 0, 1 ; 0, m ; o, n, das heisst^ 
sie ist die Polarebene von in Bezog anf die Polarkegel von 1, m, lt. E 
enthält daher die Scheitel dieser drei Kegel, und folglich gehören die Puncto 
1, m, ir der k an. Also: Die Polar^aden der Ebene E in Bezug auf die 
Polarkegel, deren Scheitel in dieser Ebene Hegen, treten jede die Raumcurve k 
in drei Puncten, 

Wie viel solcher Polargeraden der -Ebene E gehen durch einen beliebigen 
Punct von kl Man muss einen Punct suchen, welcher mit als gemischte 
Polarebene die E hat ; solcher Punct ist jeder Punct der Polargeraden von E 
in Bezug auf den Polarkegel von 0. Diese Gerade trifft, wie man vorhin 
gesehen, die Curve k in drei Puncten 1, m, n; und die Polargeraden von E 
in Bezug auf die Polarkegel von t, m, n gehen durch 0. Bis gibt also drei 
Polargerade, welche durch einen beliebigen Punct von k gehen. 

Wie viel dieser Polargeraden trifft eine willkürliche Gerade gl Oder 
anders, vrie viel Puncte gibt es auf g, welche E als Polarebene haben in Be> 
zag auf einen Polarkegel, dessen Pol auf k liegt? Die Pole der Quadri- 
polarfiächen, in Bezug auf welche die Puncte von g die Pole von E sind 
(187), liegen auf einer cubischen Raumcurve, welche mit k acht Puncte ge- 
mein hat (121). Also: Die Polargeraden der Ebene E in Bezug auf die 
Polarkegel, deren Scheitel sich in dieser Ebene befinden, bilden eine Fläche 
achter Ordnung, FW diese Fläche ist k eine dreifache Curve, denn in jedem 
ihrer Pancte kreuzen sich drei Generatrizen. Die nämliche Fläche geht dweh 
die zdm Geraden p, weil jede dieser letztern als Polargerade einer beliebigen 
Ebene in Bezug auf die Quadripolaiiläche des entsprechenden Punctes p 
betrachtet werden kann. 

Die Generatrixen der Fläche treffen die Ebene E in den Scheiteln der 
Polarkegel , also enthält die Fläche den ebenen Schnitt der Hessiana auf E, 
Sie enthält ausserdem noch vier Gerade, die auch auf E liegen. ISa sind 
dies die BerÜhrungsgeneratrixen von E mit den vier Polark^eln, deren Pole 
die Dappelpuncte der Polarfläche von E sind (188). 

Ist E die Ebene im Unendlichen, so sind die Polarkegel der Puncte 
von k Cylinder, unter denen diejenigen, welche E berühren, vier an der Zahl, 
parabolisch sind. Die Polargeraden von E werden die Axen dieser Gy- 
linder. 

219. Von welcher Classe ist die Enveloppe der Ebenen, welche die Fun- 
damentcdßäche F^ in harmonischen cubischen Curven schneidet ^) ? Es sei ^ 
eine willkürliche Gerade, x ein Punct, welcher g und der Fundamentalfläche 



1) Eine Plancnrve dritter Ordnung heisst harmonisch oder äquianharmonisch 
nseh den Spedalwerthen des constanten DoppelverbAltnisses von rier Tangenten, 
die Ton einem beliebigen Puncte der Curve ausgehen« Einleitung, No. 27> 131 b. 
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Fläche, Es seien Oiyh^yC^^; ^s'^ss'S) ^sv^s^^i ^^® Geraden, in denen die 
«rste, zweite, dritte Seitenfläche des ersten Trieders bezuglich die Seiten- 
flächen des zweiten schneidet; oder anders, es seien ctif^^iC^i] ^s> ^ss» ^si 
c^y a^, b^ die Geraden, in welchen bezüglich die erste, zweite, dritte Seiten- 
fläche des zweiten Trieders die Seitenflächen des ersten schneidet; dann 
können wir folgende Tripel au&tellen 

^1» *1' ^28 > ^3» ^2' ^81 5 ^8> ^8» ^12 ' 
^V ^2» ^8 ' ^28» ^31' ^12 ' ^V ^2» ^3 ' 

in jedem derselben hat man drei Gerade, welche sich nicht schneiden; die 
drei Geraden a^, b^, c^ bestimmen ein Hyperboloid , welches die cubbche 
Fläche nochmals längs einer Curve l (dieselbe ist nicht eben) dritter Ord- 
nung schneidet. Eine beliebig durch a^ gelegte Ebene" berührt das Hyper- 
boloid in einem Puncte jr und die cubische Fläche in zwei Puncten g^, g^. 
^ Lässt man die Ebene um a^ rotieren, so ergeben die Puncte g^, g^ eine der 
einfachen Beihe der Puncte x projectivische Involution, und es gibt also 
drei Fälle, dass ein Punct x mit einem der entsprechenden Puncte g zn- 
sammenfällt. Das heisst: Das Hyperboloid und die cubische Fläche berühren 
sich in drei Puncten von a^, ebenso in drei Puncten von bj^ und in drei 
Puncten von c^. Die Berührungspuncte zweier Flächen sind aber die 
Doppelpuncte ihrer Schnitte, also schneidet l jede der Geraden a^, b^, c^ in 
drei Puncten. Daraus folgt, dass l das System dreier Geraden ist, die 
^v ^1' ^38 s^^hii^i^^n ^)- Analog schneidet jedes der Hyperboloide', welches 
den fünf andern Tripeln entspricht, die cubische Fläche in drei neuen Ge- 
raden; wir erhalten so 3.6 = 18 Gerade, welche mit den neun Durchschnitten 
der Seitenflächen der gegebenen Trieder das System der 27 Geraden bilden. 

222. Ein Büschel von Flächen S zweiter Ordnung, dessen Basis eine 
Curve C vierter Ordnung sei, sei einem Büschel von Ebenen E, die sämmt- 
lich durch eine Gerade a gehen, projectivisch. B&r Ort der KegeUchnittef 
in denen die Flächen jS durch die entsprechenden Ebenen E geschnitten werden^ 
ist (113) eine Fläche F^ dritter Ordnung, Ihre Durchschnittspuncte mit einer 
beliebigen Geraden g erhält man auf folgende Weise. Die Gerade'^ trifft 
S in zwei Puncten q^, g^ und E in einem Puncte x ; die Punctenpaare g^ Hj 
geben eine der einfachen Reihe der Puncte x projectivische Involution und 
es gibt, also dreimal ein Zusammenfallen eines Punctes x mit einem ent- 
sprechenden Puncte Q. 

Die Fläche F^ geht durch die Basis der beiden erzeugenden Büschel 
(113), nämlich durch die Raumcurve c und die Gerade a. Jede Ebene E 
berührt F^ in zwei Puncten; es sind dies die beiden Puncte, in denen die 
Gerade a die E entsprechende Fläche S schneidet. Unter den Flächen 



1) Eine Verallgemeinernng dieses Satzes von Moutabd sehe man oben 60. A%' 
merkwng *). 
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CAPITEL III. 

DIE SIEBENUNDZWANZIG GERADEN EINER FLÄCHE 

DRITTER ORDNUNG. 

220. Eine BitangentialebeDe der Fandamentalfläche ^^3 schneidet diese 
Fläche in einer cubischen Curve mit zwei Doppelpuncten (den beiden Be- 
ruhmngspuncten) , dass heisst in einer Geraden und einem] Kegelschnitte. 
Die Zahl der auf F^ liegenden Geraden ist also gleich der Zahl der Bitan- 
genten, welche durch einen beliebigen Pnnct des Raumes gehen, oder auch 
gleich der Glasse der developpablen Fläche, welche die Enveloppe der Bi- 
tangentialebenen ist. Diese Classe ist nun (67) gleich 27, also enthält eine 
Fläche dritter Ordnung im Allgemeinen 27 Gerade. 

Ist a eine dieser Geraden, so schneidet jede durch a gelegte Ebene 
die Fläche in einem Kegelschnitt und berührt sie in den beiden Durch- 
schnittspnncten dieses Kegelschnittes mit a (171). Lässt man die Ebene um 
a rotieren, so erzeugen die beiden BerÜhrungspuncte eine Involution , deren 
Doppelpuncte die BerÜhrungspuncte von a mit der Hessiana sind, oder was 
auf dasselbe hinausläuft, mit der parabolischen Curve. Unter den Ebenen, 
die durch a gelegt sind, gibt es (171) fünf, welche ^^3 in einem Kegelschnitt 
mit Doppelpunct (zwei Gerade ausser a) schneiden; das heisst, durch jede 
auf der Fläche gelegene Gerade gehen fünf Trttangentialebenen (zwei BerÜh- 
rungspuncte auf der Geraden, der dritte ausserhalb). Umgekehrt rauss jede 
Tritangentialebene die Fläche längs dreier Geraden schneiden (eine cubische 
Curve mit drei Doppelpuncten) ; also : Eine beliehige Gerade auf der Fläche 
trifft 2.5 = 10 andere Gerade derselben Fläche, und die Zahl der Tritcm- 

gentialebenen ist = 45. 

Sind a, 5, c drei Gerade , die in derselben Tritangentialebene liegen, so 
gehen durch jede solche Gerade vier dreifache Tangentialebenen ausser abc, 
jede dieser Ebenen enthält zwei neue Gerade, und man erhält so die 3.4.2 = 24 
Geraden, welche mit a, b, c die Zahl 27 vervollständigen. 

221. Die neun Geraden, in denen sich die Seiten ebenen zweier gege- 
bener Trieder schneiden, bilden die Basis eines Büschels cubischer Flächen, 
zu denen auch die beiden Trieder gehören. Die Fläche des Büschels, welche 
durch einen, gegebenen Punct p geht, erhält man auf folgende Weise: Eine 
beliebig durch p gelegte Ebene schneidet die neun Geraden in neun Puncten, 
welche als Durchschnittspuncte der Seiten zweier Dreiecke (Schnitte der 
beiden Trieder) die Basis eines Curvenbüschels dritter Ordnung bilden. Eine 
dieser Gurren geht durch p und der Ort aller analogen Ourven, wdche man 
erhält, wenn man die Ebene um p dreht, ist offenbar die gesuchte cubische 
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Man habe drei lineare Ebenensystemey die sowohl unter sich als auch 
mit dem Systeme der Puncte des Raumes projectivisch sind, in der Art, dass 
jedes der vier homologen Elemente X^yX^yX^, % die drei andern eindeutig 
bestimmt. Es sei jr' der gemeinschaftliche Punct der drei Ebenen J^p X^^ JT,, 
dann bestimmen sich die Puncto jr, x' einer aus dem andern eindeutig ; denn 
wenn jr' gegeben ist, so gebt durch diesen Punct im Allgemeinen ein eimdges 
Tripel entsprechender Ebenen X^yX^^X^, denen ein einziger Punct x ent- 
spricht (er entsteht durch den Durchschnitt der drei Ebenen X'^^X'^^X'^ 
welche dem Puncte x* entsprechen). Man kann x und x* (äs homolog 
Puncte zweier projecHvischer Räume auffassen , und wir wollen die Gurren und 
Flächen su bestimmen suchen, welche in einem dieser Räume den Gnaden und 
Ebenen des andern ensprechen. 

Durchläuft x eine Ebene E, so erzeugt jede der Ebenen X ein Netz; 
man erhält so drei projectivische Netze, von denen drei entsprechende Ebenen 
sich in x' schneiden. Der Ort von x* ist also (127) eine Fläche F^ dritter 
Ordnung. Daraus folgt, dass die Puncte dieser Fläche einzdn den Puncten 
der Ebene E entsprechen. 

Alle cubischen Fläcfien F^ entsprechend den Ebenen E des ersten Raumes^ 
lüden ein lineares System und gehen durch dieselbe Raumcurve k der sechsten 
Ordnung (136), Ort eines Punctes, durch welchen drei entsprechende Büschel 
von Ebenen X hindurchgehen. Also entspricht einem beliebigen Puncte x* von 
k anstaU eines einfachen Punctes x eine Ghrade x. 

Beschreibt x eine Gerade, dann bilden die Ebenen X drei projectivische 
Büschel; folglich (122), ist der Ort von x' eine cubische Raumcurve. Diese 
Gurre bildet mit k zusammen den vollständigen Durchschnitt zweier Flächen 
F^, welche zwei Ebenen E entsprechen, welche durch die gegebene Gerade 
gehen. 

Eine Gerade und eine Ebene des ersten Raumes haben einen Punct x 
gemein; der Punct jr', welcher ihm entspricht, muss auch auf eine einzige 
Weise aus dem Durchschnitte der Gurve und der Fläche, welche bezüglich 
der Geraden und der Ebene entsprechen, sich ergeben. Diese Gurve und 
Fläche sind aber beide von der dritten Ordnung, und haben also nenn Puncte 
gemein. Von ihnen gehören (121) acht der Gurve k an, und der neunte ist je*. 

Daraus, dass die cubische Raumcurve, die einer beliebigen Geraden ent- 
spricht, k achtmal trifft, folgt, dass diese Gerade von allen Geraden x ge- 
troffen wird, welche den acht Puncten x' von k entsprechen. Das heisst, 
die Geraden x des ersten Raumes, welche den Puncten der Raumcurve k ent- 
sprechen, bilden eine Fläche acfiten Grades, 

Drei Ebenen E schneiden sich in einem Puncte jr, also haben drei Flächen 
JF3 ausser der Gurve k nur noch einen einzigen Punct x! gemein. 

Umgekehrt: Beschreibt der Punct x* im zweiten Räume eine Gerade, 
so erzeugt der Punct x eine cubische Raumcurve, denn der Ort von x wird 
von einer willkürlichen Ebene E in ebensovielen Puncten getroffen, als die 
gegebene Gerade mit der Fläche F^ Durchschnittspnncte hat, welche dieser 
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Ebene entspricht. Ist x* auf einer Ebene E Tariabel, so erzeugt x eine 
cnbisehe Fläche F*^\ in der That wird der Ort von x durch eine beliebige 
Gerade in den Puncten getroffen, welche den Dnrchschnittsponcten der Ebene 
E' mit der Curre entsprechen, welche dieser Qeraden entspricht. Und sobald 
der Fonct jr der Durchschnitt dreier homologer Ebenen X\,X'^,X*^ dreier 
za dem Systeme der Pnncte y des sweiten Raumes projectivischer Systeme 
ist, BD folgte dass F*^ als Ort der Puncto x ooostruiert werden kann, die drei 
entsprechenden Ebenen dreier projeotiTischer Netae gemein sbd. Folglich 
bilden die Flächen F'^y welche den Ebenen des zweiten Raumes entsprechen, 
selbst ein lineares Q^ystem und gehen durch ein und dieselbe Raumcurve k* 
sechster Ordnung. Jedem Puncte x derselben entsprechen die Puncte x* 
einer Geraden x* ^). 

325. Es sei x* ein Punct von k^ der allen Ebenen X^^X^f X^ dreier ent- 
sprechender Büschel gemein sei, deren Axen a^, a^, a^ sein mögen; und es sei 
X die Gerade, welche die diesen Ebenen entsprechenden Puncte % enthält, das 
iieisst die gemeinsame Gerade der Ebenen X\, X*^ X\, welche x! entsprechen. 
Jedes Tripel homologer Ebenen, die bezüglich durch a^, a^, a, gezogen sind, 
entspricht einem Puncte X von x, in der Art, dass der auf x variable Punct 
f stets den festen Punct x^ als homologen Punct hat; unter diesen Tripeln 
gibt es aber drei, von denen jedes aus drei Ebenen durch ein und dieselbe 
Gerade besteht. In der That, der durch die projectivischen Büschel (a^), {a^ 
erzeugte Kegel (151), und der Kegel, welcher in analoger Weise durch die 
(flj), {a^ erzeugt wird, haben drei Gerade gemein ausser der gemeinschaftlichen 
Axe o^; jede derselben ist folglich der Durchschnitt dreier entsprechender 
Ebenen X^y Z^, X^ Also hemizi x drei Puncte, von denen jeder einer Geraden 
entspricht , die durch x* geht, oder mit andern Worten, x steht auf k^ in drei 
Poncten auf, denen drei Gerade x* die durch x gehen, entsprechen. Analog 
findet man : Jedem Puncte x von k* entepricht eine Gerade x^, die auf k in 
drei Puncten aufsteht, und die Geraden x, welche diesen Puncten entsprechen, 
Jereuzen eich in x. Das heisst: Triß eine Gerade die Curve k in drei Puncten, 
80 gehen die drei Geraden, wdche diesen Puncten entsprechen, durch ein und 
denselben Punct x van kf und lüden für eich allein die der gegebenen Geraden 
entsprechende cuhische Curve, in der Art, dose jedem andern Puncte der» 
ftlben der feste Punct x entspricht. 

Beschreibt der Punct x* eine Gerade g, so geben die Ebenen X\, X*^ X'^ 



1) In dem speoiellen Falle, dass X^,X^,X^ die Folarebenen des Punctes x 
io Besug auf drei feste Qaadrifl&ehen sind, haben die Puncte XtX* eine völlig 
reciproke {involuiorische) Besiehung, und einer Ebene E entspricht, su welchem 
Baume man sie auch als angehörend betrachtet, eine einxige Fläche F^, Ort der 
Pole der Ebene E in Bezug auf die Flftchen des durch die drei gegebenen Quadri- 
fliehen bestismiten Netses (138)« Unter dieser Bedingung fidlen auch die Curven 
k,]t* tusammen, und es wikrde unnats sein, die beiden B&nme sn unterscheiden. 

GuMOVA, ObtrflSolisii. 12 
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drei piojectivischen Büscheln Entstehung, und folglich ist der Ort von jr, wie 
wir es schon oben (224) be wiesen haben, eine cubiscbe Raamcurve, die den 
drei Hyperboloiden gemein ist, welche die drei Büschel zu zwei und zwei 
genommen erzeugen. Diese Gurve zerlegt sich: 1. in einen Kegelschnitt und 
eine Gerade x^ sobald g die Gurve k einmal trifft; 2. in drei Gerade (zwei 
derselben x^^ x^, die sich nicht schneiden, werden durch die dritte geschnitten), 
sobald g die Curve k zweimal trifft ; 3. in drei Gerade x^, x^, x^ (von dem- 
selben Puncte von k' ausgehend), wienn g die Carve k dreimal schneidet. 
Abstrahieren wir von den Geraden Xy welche den Puncten von k entsprechen, 
so können wir sagen, daas der Geraden g eine cubiache B^fumcurve, ein Kegeln 
schnitt j eine Gerade oder ein Punct entspricht, je nachdem g mit k 0, 1,2, 3 
Puncte gemein hat. 

Hieraus folgt, dass g^ w^n sie auf der Fläche F^ liegt, k wenigstens 
einmal trifft, da die g entsprechende Linie auf der Ebene E liegen mnss, 
welche F^ entspricht. Also: Betrachtet man drei Gerade, die in derselben 
dreifachen Tangentialebene von F^ liegen , so können nur folgende zwei Fälle 
eintreten: entweder treffen die drei Geraden k in je 2 Puncten j oder sie treffen 
diese Curve bezüglich in 1, 2, 3 Puncten. 

226. Es sei F^ die cubiscbe Fläche, welche einer gegebenen Ebene E 
entspricht; diese Ebene schneidet die Baumcurve k* in sechs Puncten 
^1) ^2' ^3^ ^4' ^5' ^6> ^^^^® ^^^ Fundamenttdpuncte nennen wollen. Betrachten 
wir nun diese Puncte als ebensoviele Lagen von jr, so liegen die sechs entsprechen- 
den Geraden aj'=ait «2» ''s» ^4» S> '^s (^'■*ö ^^^ homologen Puncte jr') auf F^ 
und stehen jede auf k in drei Puncten auf Man sieht auch leicht, dass den 
verschiedenen Puncten der Geraden a^ die Puncte der Ebene E entsprechen, 
welche dem Fundamentalpuncte üp unendlich nahe sind, das heisst, dass die 
Reihe der Puncte x* auf a^ dem Büschel von Geraden projectivisch ist, 
welche in der Ebene E durch üp gehen. 

Die übrigen Geraden von ^3 treffen k entweder in zwei oder in einem 
Puncte, und entsprechen also bezüglich geraden Linien oder Kegelschnitten 
in der Ebene E (225). Im ersten Falle muss die Gerade in E ebenfalls 
zweimal k' treffen. Nun gibt es in der Ebene E fünfzehn Gerade, die mit 
dieser Raumcurve zwei Puncte gemein haben, nämlich: 

M^S» ^8**!' ^l**2» ^5*6» **6^4' ^4^6* ^l^i> ^l^'ö» <*1^6» <*2*4' «2*6» *2*e' «8*4» «8*6» «8*6 

und F^ enthält also auch fünfzehn Gerade : 

^28» ^81» ^12» ^66' ^«4» ^46' ^14» ^16» ^16» ^4» ^26» ^26» ^^34» ^86» ^W 

von denen jede auf k in zwei Puncten aufsteht. 

Die Geraden a^ und Cp^ (wo p, (t die Indices zweier Fundamentalpuncte 
sind) treffen sich in einem Puncte, welcher der Richtung üpd^, die von üp aus- 
geht, angehört; die Ebene dieser Geraden, trifft folglich F^ in einer dritten 
Geraden, die nur eisen einzigen Punct mit k gemein hat; wir wollen sie 
durch b^ bezeichnen. Dieselbe Ebene trifft die sechs Geraden a, von denen 
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zwei, a^füff, durch Cp^ geschnitten werden, da die entsprechende Gerade 
darch die Puncte Op, a^ gebt; folglich wird b^ ausser a^ noch vier andere 
Gerade mit Ausnahme von a^ schneiden. Daraus folgt, dass der b^ ent- 
sprechende Kegelschnitt durch fünf Fundamentalpuncte geht, mit Ausnahme 
yoD a^. Also enthält F^ sechs neue Gerade 

^» *8i *8» K> bif h 

dk h nvr in je einem Puncte treffen, und den Kegelschnitten 

«a^sMß^e' «l03<'4"ß"6» «1*2*4*6*6» «1*2*8*6*6' «1*2*3*4*6» *1*2*8*4*6 

entsprechen, welche man durch die Fundamentalpuncte zu je fünf genommen 
beschreiben kann. 

227. Das sind also die 27 Geraden der Fläche F^. Nach dem Vor. 
hergebenden (225) enthält jede dreifache Tangentialebene entweder eine Ge- 
rade a, eine Gerade b und eine Gerade c oder drei Gerade c, und folglich liegen 
2wei Gerade a oder zwei Gerade b niemals in ein und derselben Ebene. 

Trifft eine Gerade b oder c die Gerade a^, so muss der entsprechende 
Kegelschnitt von b oder die entsprechende Gerade von c durch den Funda- 
mentalpunct ap gehen. Also treffen sich zwei Gerade a^, b^ immer, sobald 
die Indices p, a verschieden sind, und treffen sich nicht, wenn sie denselben 
Index haben. Jede Gerade a^ trifft ausser den fünf Geraden b mit anderm 
Index die fünf Geraden Cp^ welche einen Index haben, der gleich p ist. 

Haben zwei Linien auf "E einen gemeinschaftlichen Punct jft so haben 
die entsprechenden Linien auf F^ den homologen Punct je' gemein; gehen 
aber die ersten Linien zugleich durch einen Fundamentalpunct tup, so zeigt 
das nur an, dass die Linien auf F^ beide durch die Gerade a^ in den Puncten 
getroffen werden, welche den Richtungen der ersten Linien im Puncte a^ 
entsprechen. 

Es folgt hieraus, dass zwei Gerade c, und ebenso eine Gerade b und 
eine Gerade c sich treffen, wenn die entsprechenden Linien einen von den 
sechs Fnndamentalpuncten verschiedenen Durchschnittspunct haben. Die Ge* 
rode hp trifft also alle Geraden e die einen Index p haben; und zwei Gerade 
c schneiden sich, wenn alle Indices derselben verschieden sind. 

Es ist jetzt sehr leicht, die 45 Combinationen von je drei Geraden zu 
finden, welche in derselben Ebene liegen. Die Ebene, welclie durch ap und 
h^ geht, enthält auch Cp^ und letztere Gerade liegt auch in der Ebene a^bp, 
denn die Symbole c^^ und c^^p drücken ein und dieselbe Gerade aus, nämlich 
die, welche der Geraden entspricht, die durch die Puncte üp, a^. geht. Endlich 
sind drei Gerade c in einer Ebene, wenn ihre Indices alle sechs Zahlen 1, 2, 3, 4, 5, 6, 
enthalten. 

Wir geben hier eine Zusammenstellung der fünfundvierzig Tripel von 
Geraden, welche in den dreifachen Tangentialebenen liegen. 
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228. Man zieht hieraus mehrere interessante Bemerkungen. Zum Bei- 
spiel : Zwei Gerade j die nicht in derselben Ebene liegen, wie a^, b^f werden von 
den nämlichen fünf Geraden geschnitten (^jg > <^i3 j ^14 » ^15 > ^^i«). Unter den 
andern zwanzig Geraden gibt es fünf; welche nur a^ schneiden, fünf, welche 
nur by^ schneiden, und zehn, welche weder die eine noch die andere Gerade 
flj, 3j treffen. 

Drei Gerade, welche sich nicht schneiden, wie a^, a^, a^, werden durch die 
nämlichen drei Geraden {b^, b^, b^ getroffen, und es gibt sechs Gerade 
(^47 ^ö> ^6' ^66» ^64» ^45)» ''^ß^che weder a^ noch Og noch a^ schneiden. 

Vier Gerade, welche sich nicht schneiden, wie ^j^? ^^a' ^8'^4 ^^^^ ^on 
zwei Geraden getroffen (b^^ 5g), und werden von drei Geraden nicht geacknüUn 

Zwei Systeme von je sechs Geraden, wie 

«1 , «2 > «8 ' ^4 ' ^6 ' ^6 

\> ^2 ' ^8 » h> h^ *6 » 
in denen je zwei homologe Gerade sich nicht schneiden und zwei nicht homo- 
loge Gerade sich stets schneiden , bilden das , was man nach Schlafu i), 
ein Doppelsechs nennt. Fünf Gerade, wie ^x' ^2' S' ^4' ^6> ^^che dem- 
selben Sechstupel angehören, werden von einer einzigen Geraden (b^ ge- 
schnitten und eine andere Gerade (a^ trifft sie nicht. Aber fünf Gerade, 
welche, ohne sich zu schneiden, nicht demselben Sechstupel angehören, wie 
^P S ' ^3 ' ^4 ' ^66 » ^^^^ ^071 zwei Geraden (b^ , b^ geschnitten , und ei 
gibt keine Gerade, welche nicht eine oder die andere dieser fOnf Geraden 
schnitte. 

229. Die Erzeugung» weise, welcher wir uns für die Fläche F^ bedient 
haben, hat uns ganls natürlich auf das Doppelsechs geführt, welches ans deo 



' 



'^) An attempt to deiermine the iwenty-seven lines upon a surfaee of the tkirä 
Order etc, (Qaarterly Journal of Mathematlcs. T. II., 1858)* 
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Geraden ö, b gebildet ist Man kann aber die 27 Geraden noch auf andere 

Weise rerbinden, um dadurch ein DoppeUecha au bilden. Ein Doppelaet^s 

ist di#n* mm homologe Gtrade, wi« Oj , Äj , bestimmt, denn die fünf Geraden, 

welche b^ achneiden ohne Oj zu treffen, und die fdnf Geraden, welehe «j 

treffen ohne bi au achneiden, vervollständigen die beiden Sechstupel dea 

Doppelaecha. Darana läaat aich die Zahl der Doppelaecha ableiten, die man 

aus den 27 Geraden bilden kann. Jede dieser Geraden wird von aechszehn 

27.16 -, , , , 

andern Creraden nicht getroffen; ea gibt alao — g— Geradenpaare, weiche 

sich nicht treffen. Jedes Paar bestimmt ein Doppelsechs; jedes Doppelsecha 
enthält aber sechs homologe Geradenpaare; also ist die Zahl der Doppelsechs 
27.16 
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= 36. Hier eine Tabelle dieser sechsunddreissig Doppelsecha; 
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230. Wir haben gesehen, daas der Ort. de« drei entsprechenden Ebenen 
dreier projectivischer Netze von Ebenen gemeinsohaftlicben Pnnctes eine 
Fläche dritter Ordnung ist, deren Puncte einzeln den Puncten einer festen 
Ebene entsprechen. Umgekehrt kann man beweisen, dass eme beliebige (all- 
gemeine) Fläche -Pj dritter Ordnung durch drei projecHvische Ebenennetsse er- 
zeugt werden kann (und zwar auf unendlich viel yerschiedene Arten) ^). 

Seien a^ , a^ , a^ drei Gerade der gegebenen Fläche F^ , die sich nicht 
schneiden (221). Eine beliebig durch a^ gezogene Ebene A^, und eine zweite 
Ebene A^ durch a^ gezogen, treffen F^ in zwei Kegelschnitten, die einen 
Punct gemein haben, (denn die Puncte, in welchen die Gerade A^A^ die 
beiden Kegelschnitte schneidet, müssen die drei Durchschnittspuncte dieser 
Geraden mit F^ darstellen); durch diesen Punct und durch Og legen wir 
eine Ebene A^. Man erhält so drei Ebenenbüschel, welche unter sich die- 
jenige Beziehung haben, welche August ^) duploprojectivisch nennt; das 
heisst: Nimmt man in zwei Büscheln beliebig je eine Ebene an, so ist die 
entsprechende Ebene des dritten Büschels auf eine einzige Art bestimmt. 
Die Fläche F^ ist der Ort des drei entsprechenden Ebenen gemeinsamen 
Punctes. 

Eine Tritangentialebene, die durch a^ gelegt ist, trifft a^ und a^ in zwei 
Puncten, welche den beiden Geraden der Fläche F^ angehören, welche die Ebene 
ausser a^ enthält. Es gibt nun zwei mögliche Fälle: Entweder die dreifache 
Tangentialebene enthält eine Gerade, welche a^ und a^ schneidet, und eine 
andere, welche weder a^ noch a^ trifft ; oder aber sie enthält zwei Gerade, 
deren eine a^ schneidet und die andere a^. Es gibt (221) drei Gerade, 
welche a^ , a^ und a^ schneiden , also ist die Zahl der Ebenen zweiter Art 
gleich zwei. Es seien b^yC^^\ c^^,b^ die in diesen Ebenen enthaltenen Ge- 
raden, und zwar seien h^ , c^^ durch a^ geschnitten und die andern durch 
a^. Die Geraden b^,a^ treffen b^,a^ nicht, und es liegt also die Gerade 
c^^ welche den Ebenen b^a^, b^a^ gemein ist, auf der Fläche. Ebenso 
treffen sich die Ebenen c^^a^ , c^^a^ in einer Geraden b^ der Fläche. Man 
bezeichne die sechs Ebenen 

«iVia» «iVis' V8<^2s» «2V12» ^zh^n^ ^2^23 
bezüglich durch die Buchstaben 

Den Ebenen A>^^^'^ entspricht (bei duploprojectivischer Beziehung) eine 
unbestimmte Ebene durch a^, denn diese beiden Ebenen schneiden sich in 
einer Geraden der Fläche. Ebenso entspricht den Ebenen X^^X*^ eine be- 
liebige Ebene durch a^; u. s. w. 



1) Man abstrahiert hierbei ron der Bealit&t der in Betracht kommenden Elemente. 
8) ZHsquisitiones de superficiehus tertü ordinis (Dissert inaug. ; Berolini 1862). 
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Es sei £ eine feste Ebene und mtt; nl. Im drei in dieser Ebene ge- 
zogene Gerade. Man nehme an, die Gerade nrn sei dem BQsehel (a^), d. h. 
dem Büschel y dessen Axe a^ ist, projectivisch (homographisch) getheilt, in 
der Art, dass den Functen m» st» Iq die drei Ebenen J(ej , «^'j, A^^^ entsprechen; 
ebenso sei die Gerade nl dem Büschel (a^) so projectivisch getheilt, dass 
den Puncten n, 1, ntg die Ebenen Jlj) «^'jy -^^2 entsprechen; und die Gerade 
Im so projectivisch dem Büschel {a^)y dass die Puncte 1, m, tt^^ den Ebenen 
•HgftKo'j, Ä^^ entsprechen, und man nehme ausserdem noch an, dass die Ebenen 
A^^jA^^jA^,^ in der duploprojecti vischen Beziehung sich entsprechen (das 
heisst, dass sie sich in einem Puncte x'q von F^ schneiden), und dass die 
Geraden ll^ , nutt^ , nttQ in demselben Puncte jr^ von E zusammenlaufen. 

Nun gibt ein beliebiger Punct jr der Ebene E mit den Puncten 1, m, n 
verbunden drei neuen Geraden Entstehung, welche mn, nl, Im in drei neuen 
Pancten I, itt; It treffen; diesen Puncten entsprechen dann in den Büscheln 
l"i)>(^2^* (öj) drei Ebenen A^^ A^, A^j deren gemeinsamer Durchschnittspunct 
l'sei. Was ist dann der Ort des Punctes jr'? 

Wenn i ein beliebiger Punct einer willkürlich im Räume angenommenen 
Geraden ist, so kann man durch diesen Punct eine Ebene des Büschels (a^) 
und eine des Büschels (a^) legen. Die entsprechende Ebene des dritten 
Büschels schneidet dann die willkürliche Gerade in einem Puncte t'. Nimmt 
man aber umgekehrt auf dieser Geraden beliebig den Punct t' an, und lässt 
dadurch eine Ebene des dritten Büschels gehen, so bestimmen die Ebenen- 
paare der beiden andern Büschel, welche man als entsprechend betrachten kann, 
auf den Geraden zwei homographischer Punctreihen. Jeder der beiden sich 
selbst entsprechenden Puncte dieser Reihen ist ein Punct i, durch den je zwei 
Ebenen der Büschel (a^) und (a^) gehen, entsprechend der durch t' gelegten Ebene 
des dritten Büschels. Auf der willkürlichen Geraden gibt es danach dreimal 
den Fall, dass ein Punct t mit einem Puncte i' zusammentrifft, das heisst 
drei Puncte des Ortes; mit andern Worten, der Ort des Punctes x' ist eine 
Fläche dritter Ordnung. 

Diese Fläche geht durch die drei Geraden 0^,02» ^8^ ^^® Axen der 
drei duploprojectivischen Büschel, denn jeder Punct dieser Geraden liegt 
offenbar in drei entsprechenden Ebenen. Aber das ist noch nicht genug. 
Wenn die Puncte l, tit bezüglich die Lagen 1, m annehmen, so wird der Punct 
tt unbestimmt. Nun entsprechen den Puncten m von mn und 1 von nl die 
Ebenen A>^ jiKo'^ der Büschel (a^), (a^), also ist die Ebene des dritten Büschels, 
welche diesen Ebenen entspricht, unbestimmt. Daraus schliesst man, dass 
die Gerade c^^, die den Ebenen ^»^,^'2 gemein ist, vollständig auf dem 
Orte von x' liegt. Das nämliche Raisonnement besteht für die andern Ge- 
raden in denen die Ebenen Jl^, Jlo^, «^8 ^^^ Ebenen «Ho '^ , oRo ', , Jl> '3 treffen, 
l^er Ort von x' und die gegebene Flache haben also neun Gerade und 
einen Punct x'^ gemein, das heisst, der Ort von jr' fällt mit der Fläche F^ 
zusammen. 
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Einem beliebigen Fnncte x der Ebene E entspricht auf diese Weise 
ein Pnnct yon F^, Umgekehrt bestimmt ein beliebiger Punct x* dieser Fläche 
drei Ebenen 

X'a^ =.A^ , Jr'ag = Ä^ , yaj = A^ , 

^enen drei Puncte auf mit, nl, Im entsprechen. Diese Puncte bezüglich mit 
1; m, n verbunden geben drei im Puncte x zusammenlaufende Gerade. 

Man betrachte die drei Tripel correspondierender Ebenen 

(aj) A^ , A\ , A'\ ; 

(öj) A^ , A*^ , A"^ ; 

von denen jedes durch die beiden andern, die willkürlich bleiben, bestimmt 
ist. Sind aber diese Tripel einmal gewählt und festgelegt, so kann man sie 
als drei projectivische Netze bestimmend ansehen, worin der eigenthümliche 
Umstand statt hat, dass die Ebenen eines Netzes eine Gerade geroein haben, 
anstatt einen einfachen Punct. Mit andern Worten ist A"*^ eine neue will- 
kürliche Ebene durch a^ und man bestimmt die Ebenen A"*^ , A***^ in der 
Art, dass die Gruppen 

J A' A" A*" A A' A'i A**t A A* A** A*" 
üjü jil jil j, ^jj/l 2-^2'^ 3 » "^8 S 9 9 

projectiyisch sind, so behaupte ich, dass A'**^ genau die Ebene des dritten 
Büschels ist, welche den Ebenen A*'*^y A"'^ in der dnploprojectivischen Be- 
ziehung entspricht. In der That, die Geraden jedes der Tripel von Geraden 

(II, mm, nn), (ft', mm', m'), (U", mm", nn") 

laufen in einem Puncte auf der Ebene E zusammen, und die drei Gruppen 
von je vier Geraden 

laiM'Sn, m{m,m',m'',mn, n(n,n%n'\n"') 

haben dasselbe Doppelverhältniss, weil sie drei Gruppen von Ebenen A pro- 
jectivisch sind, also schneiden sich die drei Geraden U'", mm"', nn'" in dem- 
selben Puncte, und folglich gehen die Ebenen A"*^^ A*"^,A'"^ durch den- 
selben Punct der Fläche F., das heisst, es sind drei entsprechende Ebenen 
'n den dnploprojectivischen Büscheln. 

Nachdem wir so die drei duploprojectivischen Büschel in drei projecti- 
vische Büschel umgesetzt haben, als Specialfall dreier projectivischer Netse, 
können wir auf sie die früher auseinandergesetzte Methode (154) in Anwendung 
bringen; das heisst, wir können, ohne die erzeugte Fläche zu verändern, 
den projectivischen Reihen 

A A* A" 

A A' A** 

■"2 > " 2 > '" 2 » • • • • 

A A' A" 

•^3 » "^ 8 > ''* 8 » • • * ' 

die projectivischen Netze unterschieben: 
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1 > 2 ' ""t > •••>•*> • • • 
A* Ä* A* P' 

>4" >]'' id" p^' 

worin drei entsprechende Ebenen im Allgemeinen nicht mehr als einen ein- 
zigen Pnnct gemein haben (dessen Ort die vorgelegte Fläche ist). Aber es 
gibt sechs Tripel von entsprechenden Ebenen (wie ^j , A'^ , ^''g), welche 
durch eine Gerade gehen ^). 

Auch hier können wir wieder die Puncte der Fläche einzeln den Pnncten 
einer beliebig gegebenen Ebene C entsprechen lassen. Dazu genügt nämlich 
die Herstellung einer projecti vischen (reciproken) Beziehung zwischen den 
PuDcten der Ebene C und den Ebenen eines der drei Netze, in der Art, 
dass einem Puncte von C eine Ebene des Netzes und den Puncten einer 
Geraden auf C die Ebenen eines Büschels in dem Netze entsprechen, und 
umgekehrt. Jedem beliebigen Puncte von C entspricht nun eine Ebene in 
jedem Netze und folglich ein Punct von F^, und umgekehrt. 



CAPITEL IV. 

ABBILDUNG EINER FLÄCHE DRITTER ORDNUNG 

AUF EINER EBENE. 

231. Wir haben eben (230) bewiesen, dass jede allgemeine Fläche 
dritter Ordnung F^ auf einer gegebenen Ebene E in der Art abgebildet 
werden kann, dass die Puncte x von E und die Puncte x' von F^ sich 
eindeutig entsprechen. Daraus folgt aber, daes man auf der Ebene die Oeo- 
metrie der Linden studieren kann, die auf einer Fläche dritter Ordnung ge- 
zogen sind. 

Bei dieser Abbildung entsprechen den 27 Geraden von F^ auf JE?: 1. sechs 
Puncte ci|, Og, ttg, a^,a5, a^j, die wir Fundamentalpuncte genannt haben; 
2. die sechs Kegelschnitte, welche man durch je fünf der Fundamentalpuncte 
legen kann ; 3. die fünfzehn Geraden, welche die Fundamentalpuncte zu zwei 
und zwei verbinden. Die Geraden a, welche den sechs Puncten, und die Ge- 
raden b, welche den sechs Kegelschnitten entsprechen, bilden die beiden Sechs- 
tnpel eines Doppelsechs (227). 



1) Man beweist dies durch die oben (224) angewendeten Betrachtungen oder 
aneh mittelst der Methode, welche Schbobteb in seiner Abhandlung über die 27 
Geraden benutzt hat (Nachu>ei88 der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberfläche 
««rittef Ordnung, Crollea Journal, Bd. 63; 1868). 
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Wir wollen nun rersuchen, wenigstens in den interessantesten Fällen, 
folgende beiden Fragen aufzulösen: 1. die Natur der Plancurve zu finden, 
welche einer gegebenen Curve auf F^ entspricht; 2. zu bestimmen, welche 
Curve auf F^ einer gegebenen Plancurve entspricht. 

232. Einer beliebigen Ebene C entspricht eine Fläche ^'3 dritter Ord- 
nung (224), welche durch die Curve h* geht; also entspricht dem Durch- 
schnitte von F^ mit V der Durchschnitt von E mit ^'g, das heisst: einer 
auf F^ gezogenen cubischen Plancurve entspricht auf E eine cubische Ourve, 
welche durch die sechs FundamerUalpuncte geht ; und umgekehrt, einer beliebigen 
cubischen Curve, welche durch diese sechs Fundamentalpuncte gebt, ent- 
spricht ein ebener Schnitt von F^, Zwei cubische Curven durch diese Rechs 
Puncte auf E gezogen ^ schneiden sich in drei neuen Puncten, welche den 
Durchschnittspuncten von F^ mit einer beliebigen Geraden (der Durchschnitts- 
geraden zweier Ebenen C) entsprechen. 

Berührt C die Fläche F^ im Puncte x\ so hat die entsprechende cubi- 
sche Curve auf E einen Doppelpunct im entsprechenden Puncte jr. Gehört 
%' der Geraden a^ an, so wird x der dieser Geraden entsprechende Funda- 
mentalpunct üp. In diesem Falle enthält die Ebene C die Gerade a und 
schneidet F^ noch in einem Kegelschnitt, also : Eine cubische Curve, die durch 
die Fundamentalpuncte beschrieben ist, und für welche einer dieser Puncte 
ein Doppelpunct ist, entspricht einem Kegelschnitt, der Fg und einer Bitan- 
gentialebene gemein ist, welche durch eine Gerade a geht. Alle analogen 
cubischen Curven, welche den Knoten im nämlichen Fundamentalpuncte a^ 
haben, bilden ein Büschel. Die Involution der Tangentenpaare im Knoten- 
puncte entspricht der Involution der Punctenpaare in denen a« von den Kegel- 
schnitten der Bitangential ebenen geschnitten wird, und die Doppelstrahlen 
der ersten Involution entsprechen den Doppelpuncten der zweiten; das heisst, 
rf»e beiden cubischen Curven des Büschels, für welche der Doppelpunct a« ein 
Rüchhehrpunct ist, entsprechen den beiden Kegelschnitten von F^, welche die 
Gerade Op berühren. 

Ebenso findet man leicht: Dem Kegelschnitt in einer Büangentialebene 
welche durch die Gerade Cp^ geht, entspricht ein Kegelschnitt, der durch vier 
Fundamentalpuncte beschrieben ist, ausgenommen üpfü^', dieser Kegelschnitt 
und die Gerade dpa^ bilden die cubische Curve, welche dem vollständigen 
Durchschnitt der Bitangentialebene entspricht. Dem Kegelschnitt, der in einer 
BitangentitUebene liegt, welche durch die Gerade bp geht, entspricht eine Gerade, 
welche durch den Punct ap hindurchläuft. Diese Gerade und der Kegelschnitt, 
welcher durch die übrigen fünf Fundamentalpuncte beschrieben ist, bilden die 
cubische Curve, welche dem vollständigen Schnitte der Bitangentialebene 
entspricht. 

233. Der Raumcurve c^y , in der F^ von einer Fläche v-ter Ordnung ge- 
schnitten wird, entspricht eine Plancurve die y-m^cd durch jeden Fundamentalpunct 
geht, wegen der v Puncte, in denen die Fläche v-ter Ordnung durch jede der 
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Geraden a geschnitten wird. Diese Pianeurve wird von einer beliebig durch 
die Fnndamentalpuncte Oj , Oj » ttg , a^ , a^ , a^ beschriebenen eubischen Curve 
in diesen Puncten, welche als 6v Durchschnitte gelten, und in Sv andern 
Puncten geschnitten, die denjenigen entsprechen, in welchen Cj^ von einer 
Ebene getroffen wird. Die Pianeurve, welche Cg^ entspricht, ist also von 
der Ordnung 3v und dem Geschlecht i(8va— 3v + 2)— ((J+<r), vorausgesetzt, 
dass die beiden Flächen in ^ Puncten eine einfache und in ^ Puncten eine 
stationäre Berührung haben (58,117). 

234. Sei v = 2. In diesem Falle schneidet eine Qnadrifläche die Fläche 
F^ in einer Raumcurve o^^ sechster Ordnung und vom Geschlechte 4, welche 
jede der 27 Geraden zweimal trifft. Ihr entspricht auf E eine Pianeurve 
von derselben Ordnung, welche zweimal durch jeden der Puncte aj,..,öig 
geht. Diese Curve kann noch ausserdem vier Doppelpuncte haben, also kann 
«ne Quadrifläche die Fläche F^ höchstens in vier Puncten berühren^ ohne dass 
die Durchschnittscurve sich in niedere Ourven auflöst, 

235. Geht die Quadrifläche durch Gerade von Fj, z. B. durch 5^, so 
zerfällt die Curve Cg^ in zwei Theile, de^^eri zioeiter eine Curve t^^ der fünflen 
Ordnung und vom Geschlechte 2 ist. Während b^ dem Kegelschnitt 
a^aja^a^ttg entspricht, entspricht der Curve Cgj eine Pianeurve ^i^^'^^^HH 
(das heisst, die zweimal durch a. geht und einmal durch 02» ^3> "' O ^^^ 
vierten Ordnung. Diese Pianeurve trifft (ausser in den Fundamentalpuncten) 
den Kegelschnitt 02*3*4*5*6 ^" ^^^^ Puncten, die andern Kegelschnitte 
*i*3*4*6*6» ••• ^" ^^'®^ Puncten, die Geraden OjOg, •••, o^Qß in einem Puncte 
und die andern Geraden Ö2*3 ' * * • ' *6*6 "^ ^^®^ Puncten, und also trifft die 
Raumcurve c^^ dreimal die Gerade 5j, zweimal die Geraden apÄg^^s»' '» 
^« » ^28 » ^24 » ' • • > Ss ""^ "^^ einmal die Geraden «2 > • • • > ^e ' ^12 ' * * * ' ^16* 

Wenn die Quadrifläche, statt durch b^ zu gehen, durch eine Gerade Cy^ 
oder eine Gerade a^ geht, so erhält man eine Pianeurve fünfter Ordnung 
^1*2*3^*4^*6^*6^ oder eine Pianeurve sechster Ordnung ^^^^^^^^^^^^^ die 
immer einer Raumcurve entsprechen, welche C52 analog ist. 

Jede Gerade auf F^ bestimmt auf dieser Fläche ein System zu Cjj ^^^' 

loger Curven. Alle Curven eines Systems treffen dieselbe Gerade dreimal. 

Jede Curve eines gegebenen Systems ist durch sechs Puncte bestimmt, denn 

die Pianeurve ^i^^^d^^^f^^^ tann durch sechs beliebige Puncte gehen. Zwei 

Curven desselben Systems schneiden sich in sieben Puncten'^ zwei Curven aus" 

, . j -, r die sich nicht treffen! 

verschiedenen bystemen entsprechend zwei Geraden, ] j. • h f ff I' 

facht! 
haben | | Puncte gemein. 

236. Geht die Quadrifläche durch zwei Gerade, die nicht in derselben 
Ebene liegen, wie b^fb^j so schneidet sie F^ nochmals in einer Raumcurve 
C^Q vierter Ordnung und vom Gesclikchte 0, die nicht der Durchschnitt 
zweier Flächen zweiter Ordnung ist. Die gegebene Quadrifläche hat in der 
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That zwei Systeme geradliniger Generatrizen; das eine gebildet aas Geraden, 
welche b^ und b^ schneiden, das anderen, aus Geraden, die weder b^ noch b^ 
treffen. Nun trifft jede Generatrix des erstens Systems F^ in zwei Pancte der Ge- 
raden b^ , b^ und also 0^ ^ in einem einzigen Puncte, welcher der dritte Durch- 
schnittspunct mit der Flache ist. Dagegen trifft jede Generatrix des andern 
Systems F^ (ausserhalb d^ , b^) und folglich auch O4 q in drei Functen. Es 
gibt daher keine andere Quadrifläche, die durch c^^ geht, weil die Dnrch- 
schnittscurve zweier Flächen zweiter Ordnung jede geradlinige Generatrix 
jeder der Quadriflächen, welche durch diese Curven gehen, in zwei Functen 
schneiden muss. ') 

Der Curve e^ ^ entspricht auf E ein Kegelschnitt, der durch die Puncte 
ttj , Oj geht , und mit den den Geraden b^ , b^ entsprechenden Kegelschnitten 
eine Curve <ii^a2***8^*4***6^*6^ ^^^ sechsten Ordnung bildet. Aus den Durch- 
schnittspuncten des Kegelschnitts ü^a^ mit den entsprechenden Curven der Ge- 
raden von F^ beweist man , dass die Curve c^ q die Geraden. 5^ , b^ in drei 
Functen, die zehn Geraden b^fb^,b^jb^yC^,c^,..,jC^ in zwei Functen, 
und die zehn Geraden (^i,^, c^^,c^^,,,,,c^ in einem einzigen Puncte 
schneidet. Die fünf noch übrigen a^, a^, a^, a^, c^^ werden von o^^ gar 
nicht getroffen. Daraus , dass durch die Puncto a^, o^ und drei beliebige 
andere Puncte der Geraden E nur ein einziger Kegelschnitt geht, folgt, 
dasa durch drei gegebene Puncte von F^ eich nur eine einzige Raumcurve 
vierter Ordnung und vom Geschlechte legen läset, welche durch zwei gege- 
bene Gerade der cubischen Fläche y die nicht in derselben Ebene liegen, drei- 
mal getroffen werden soll, ^) 

Lässt man die Quadrifläche durch b^ und c^^ oder durch c^^ und c^, 
oder durch a^ und b^ oder durch a^ und c^ oder endUch durch a^ und a, 
gehen, so erhält man auf der Ebene E beziigh'ch eine Curve Oi^ti^tifiO« dritter 
Ordnung, oder eine Curve ^^^^^A^b^^ ^^^ vierten Ordnung, oder eine Curye 
'i'*2*8*4S*6 ^^^ vierten Ordnung, oder eine Curve ^^^2^^^^^^^^^ fünfter 
Ordnung, oder endlich eine Curve ^^^^^^^^^^^^^ der sechsten Ordnung, 
denen auf F^ stets eine zu c^q analoge Curve entspricht. 

237. Wenn die Quadrifläche die Fläclie F^ in einem Kegelschnitte schneidet, 
der z. B. in einer Ebene liegt, die durch a^ geht, so haben die beiden Flächen 
ausserdem noch eine Eaumcurve 0^ , vierter Ordnung und vom Geschlechte 1 ge- 
mein, die von jeder Geraden zweimal geschnitten wird, welche auf der Quadri- 



1) Die von Stxineb in Betreff dieser Raumcurve gegebenen S&tze sind schon 
mit mehreren anderen geometrisch bewiesen in einer Abhandlung des Verfassers in 
den Annali dl Hatematica, T. 4; p. 71. 

S) Zwei Kegelschnitte, welche durch a^ 3 tt^ gehen, schneiden sich in zwei weitem 
Paneten, folglich schneiden sioh auch iwei Curven vierter Ordnung und vom Ge* 
selileolite 0» die auf F^ gezogen sind und dieselben iwei Geraden (&i»6y) drei- 
mal treffen, in swei Functen. 
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fläche Hegt; denn diese Gerade hat mit dem Kegelschnitt einen Punct gemein, 
und trifft also die cubische Fläche noch in zwei weiteren Puncten. Jede 
durch die Gerade a^ gelegte Ebene schneidet F^ in einem Kegelschnitte^ 
der mit c^^ yier Puncte gemein hat; durch diesen Kegelschnitt und durch 
c^ i kann man also eine Fläche zweiter Ordnung legen. Die Cnrve e^ ^ ist 
daher die Basis eines Büschels Quadriflächen. 

Der Curve O4 j entspricht auf E eine Curve ^2H\^b% ^^^^^^ Ordnung, 
(da der Kegelschnitt als entsprechende Curve eine cubische Curve «i*«3«8«4«5«6 
hat); folglich trifft die Raumcurve 0^^ die Gerade o^ nicht; sie trifft die 

zehn Geraden ^2' "*' ^6' ^3' "*' ^le '° J® '^^^ Puncten und die sechszehn 
noch übrigen in je einem Pnncte. 

Die zehn Geraden , welche die Raumcurve zweimal schneidet, werden 
auch durch die einzige Gerade, welche der Curve nicht begegnet, getroffen. 
AUo enthält F^ 27 Syeteme von Ourven c^.; die Curven ein und desselben 
Systems werden nicht von derselben Geraden getroffen. Vier Puncte be- 
stimmen eine Curve eines gegebenen Systems. Zwei Curven desselben Systems 
haben vier Puncte gemein, zwei Ourven aus verschiedenen Systemen dagegen 
schneiden sich in fünf Puncten. 

Vertauscht man die Gerade a^ mit einer andern, so kann man andere 
Plancurven von höherer Ordnung erhalten (aber sie sind immer vom Ge- 
schlecht 1), die zu c^j analogen Raumcurven entsprechen. 

238. Die Durchschnittscurve von F^ mit emer Quadrifläche kann auch 
in zwei cubische Raumcurven C^^ zerfallen; entspricht davon die eine einer 
beliebigen Geraden (224) in E^ so entspricht die zweite einer Curve 
^i^i^z^A^ fünfter Ordnung. Die Untersuchung dieser Plancurven lässt 
augenblicklich erkennen, dass eine cubische Raumcurve, (die auf Fg liegt) 
sechs Gerade zweimal trifft, sechs andere Gerade nicht trifft und die iübrigen 
in einem Puncte schneidet. Die beiden Gruppen von je sechs Puncten sind 
die conjugierten Sechstupel desselben Doppelsechs, in der Art, dass jedes 
Doppelsechs zwei conjugierte Systeme cubischer Raumcurven bestimmt, in denen 
jede Curve zweimal die Geraden des einen Sechstupel trifft und die Geraden 
des andern Sechstupel nicht schneidet. Zwei cubische Raumcurven , welche 
durch dieselbe Quadrifläche entstehen, gehören stets zwei conjugierten Systemen 
an, und umgekehrt, und treffen sich in fünf Puncten. Zwei cubische Raum- 
curven desselben Systemes haben einen einzigen Punct gemein* 

239. Wir wollen jetzt die Curven betrachten, welche aus dem Durch- 
schnitt von F^ mit einer andern Fläche F\ derselben Ordnung entsteht. Im 
Allgemeinen ist dieser Schnitt eine Raumcurve neunter Ordnung, welche jede 
der 27 Geraden dreimal trifft. Die entsprechende Plancurve ist von der- 
selben Ordnung und geht dreimal durch jeden Fundamentalpimct. Daraus 
folgt, dass diese Curve ebenso wie die Raumcurve vom Geschlecht 
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8.7 

— -^3.6 = 10 

Ut, Die Plancarve kann höchstens noch andere zehn Doppelpuncte haben, 
also können Hell zwei cubische Flächen höchstens in zehn Puncten berühren, 
ohne dass ihre Durchschnittscurve sich in niedere Curven spaltet. 

Drei cubische Raumcurven bilden den Durchschnitt von F^ mit einer 
cubiaehen Fläche, wenn ihre entsprechenden Plancurven zusammen eine Linie 
^i^2^s^^^^6^^B^ neunter Ordnung bilden; dergleichen cubische Raumcurven 
sind zum Beispiel die, welche einer beliebigen Geraden und zwei Curven 
Oj*«g20j*«^agOj nnd Hi^^^Ji^^^b^^ vierter Ordnung entsprechen. 

Unter derselben Bedingung können zwei Raumcurven vierter Ordnung 
nnd eine Gerade die F^ und F* gemeinschaftliche Curve bilden. Sind die 
beiden Raumcurven vom Geschlechte ohne Doppelpnnct ^), so schneiden 
sie sich in acht Puncten und treffen jede die Gerade zweimal. Sind beide 
Raumcurven vom Geschlechte 1 J), so gehören sie zwei Systemen an, die zwei 
in derselben Ebene liegenden Geraden entsprechen; die dritte Gerade dieser 
Ebene ist diejenige, welche den Durchschnitt beider cubischen Flächen vervoll- 
ständigt. Die beiden Raumcurven schneiden sich in sechs Puncten, und jede 
von ihnen trifft die vervollständigende Gerade zweimal. Ist endlich von den 
beiden Curven die eine vom Geschlechte ohne Doppelpunct, die zweite 
vom Geschlechte 1 ^), so schneiden sie sich in sieben Puncten, und die Er- 
gänzungsgerade trifft die erste Curve in drei Puncten und die andere in 
einem einzigen. 

Unter derselben Bedingung kann der Schnitt von F^ und F* sich ans 
einer Raumcurve vierter Ordnung, einer cubischen Raumcurve und einem 
Kegelschnitt zusammensetzen (oder zwei jGreraden, die selbst nicht in einer 
Ebene zu liegen brauchen). Wir haben aber hier nicht die Absicht, uns 
bei allen Special fälleu aufzuhalten. 

Angenommen F^ und F^ hätten die Raumcurve c^g gemein (229), 
welche einer Plancurve ü^^^^^'^aH^q vierter Ordnung entspricht, dann schneiden 
sich die beiden Flächen noch ausserdem in einer Raumcurve vierter Ordnung, 
deren entsprechende Plancurve eine Curve ftiÖ2^V*4^W fünfter Ordnung 
ist; also ist die zweite Raumcurve vom Geschlechte 1. Daher können 
zwei Raumcurven Cg g ^wrf c^ ^ den Durchschnitt von F^ mit einer andern cubi- 
schen Fläche bilden, wenn nur die Systeme (235,237), denen sie angehören, 
derselben Geraden entsprechen; das heisst unter der Bedingung, dass die erste 



1) Z. B. diejenigen, welche der cubischen Corve ü^a^a^a^^ und der Corre 
Ä^^Cj^aa^a^as vierter Ordnung entsprechen; die Gerade ist by 

2) Z. B. die , welche einer cubischen Curve a.a«a«a<a, und einer Curve 

1 3 4 o 

*l*S*8^4*ö*6^ vierter Ordnung entsprechen ; die Ergänaungegerade ist b.. 

3) Z.B. diejenigen, welche zwei Curven ^2^^^^%\^ > ^L\'^3\'^b^B ^^^'^^^ 
Ordnung entsprechen; die Erg&ozungsgerade ist hier c . 
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Raumcurve diejenige Gerade in drei Puncten schneidet, welche die zweite Curve 
nicht trifft. Die beiden Raumcurven haben acht Puncte gemein. Aber es 
ist nicht möglich, dass zwei Curven c^ ^ ^"^ ^4 (^^"® Doppelpunct) gleich* 
zeitig auf zwei Flächen dritter Ordnung liegen. 

Als Specialfall des Vorhergehenden kann der Schnitt der Flächen F^ F^ 
zusammengesetzt sein aus einer Curve c^^* ^^^^^ eubischen Raumcurve und 
einer Geraden, die von jeder Curve zweimal getroffen wird. Diese letztern 
haben sechs Puncte gemein. 

240. Man kann aber auch noch andere Raumcurven fünfter Ordnung 
betrachten, die von o^j verschieden sind. In der That, geht F^ durch eine 
Gerade nnd durch eine cubischo Raumcurve , die auf F^ liegen, so wird der 
Schnitt durch eine Raumcurve fünfter Ordnung vervollständigt, welche (239) vom 
Geschlecht 2 ist, wenn die Gerade und die cubische Raumcurve zwei Puncte 
gemein haben. Schneidet aber die Gerade die cubische Raumcurve nur einmal 
oder gar nicht, so erhält man Raumcurven von niederem Geschlecht. 

Der erste Fall tritt z. B. ein, wenn die Plancurve sechster Ordnung, 
die dem vollständigen Schnitte von F^ und F^ entspricht, aus dem Kegel- 
schnitt tt^^J^J^fJOL^ (der der Geraden h^ entspricht), einer Curve vierter Ord- 
nung ^i^2^^W^^ (die einer eubischen Raumcurve entspricht, die auf b. 
in einem Puncte aufsteht) und einer eubischen Curve a^JOijx^ix^ zusammenge- 
setzt ist. Der letzteren entspricht also eine Raumcurve O5 ^ fünfter Ordnung 
und vom Geschlechte 1, welche die cubische Raumcurve in neun Puncten und 
die Gerade in drei Puncten trifft. Man erhält dieselbe Curve c^^ ^ , wenn die 
beiden eubischen Flächen eine Curve o^^ gemein haben, die beiden Raum- 
curven haben dann zehn Puncte gemein, und die erste Raumurve trifft diejenigen 
Geraden in 0, 1, 2, 3 Puncten, welche die andere bezüglich in 3, 2, 1, 
Puncten schneiden. 

Man erhält den letzten Fall, wenn z. B. die Plancurve sechster Ordnung 
in folgende drei Linien zerfällt : den Kegelschnitt a^^'Oi^'Oi^a^) der der Geraden 
i^ entspricht; eine Curve a{^^2^ft^^^^<^^^^Q^ fünfter Ordnung, Bild einer 
eubischen Raumcurve, die mit der Geraden 6^ keinen Punct gemein hat; 
endlich einen Kegelschnitt der durch den Punct a^ geht , und dem folglich 
eine Raumcurve C^q fünfter Ordnung und vom Geschlechte entspricht. 
Diese Raumcurve schneidet die cubische Raumcurve in acht Puncten, 
die Gerade b^ in vier Puncten, die Geraden b^f^^^yb^ in drei Puncten, die 

Geraden c^Sf'f^M ^^ ^^^^ Puncten, die Geraden ^i» ^13} • • •; ^26 ^'^ ^"^ 
einem Puncte und die andern Geraden a^ , . . . , a^ in keinem Puncte. 

Von den drei Raumcurven CgjjCgjjC^Q fünfter Ordnung liegt nur die 
erste auf einer Quadrifläche. Sie hat vier scheinbare Doppelpuncte (d. h. 
durch einen beliebigen Punct des Raumes kann man vier Gerade ziehen, 
welche die Curve zweimal treffen), dagegen hat die zweite deren fünf und 
die dritte sechs. Die dritte ist die einzige, welche eine Gerade der eubi- 
schen Fläche zulässt, die sie in vier Puncten schneidet. 
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241. Diese Methode, auf der Ebene JS die Eigenschaften der auf F^ 
gezogenen Curven zu nntersnchen, ist so einleuchtend und so leicht , dass 
wir uns jetzt begnügen werden, nur die Resultate auszusprechen. Um so 
die Ranmcurven sechster Ordnung zu erhalten, welche einen Theil des Durch- 
schnitts zweier cubischer Flächen bilden, muss man folgende Fälle betrachten : 

1. Die Flächen -^3,^^ haben einen ebenen Schnitt gemein, dann ist 
der andere Theil des Schnittes eine Raumcurve C^ ^ sechster Ordnung und vom 
Geschlechte 4, die auch beim Durchschnitt der Fläche F^ mit einer Quadri- 
fläche entsteht (234). 

2. Die Flächen F^,F^ haben eine cubische Raumcurve gemein und 
schneiden sich ausserdem noch in einer Raumcurve c^ » sechster Ordnung und 
vom Geschlechte 3, welche mit der cubischen Gurve acht Puncte gemein hat, 
und diejenigen Geraden in 1, 2, 3 Puncten schneidet, welche die cubische 
Curve bezüglich in 2, 1, Puncten trifft. Daraus folgt, dass Cg- sowie die 
cubische Curve einem gewissen Doppelsechs entsprechen. 

3. Die Flächen F^ , F^ gehen zugleich durch eine Gerade und einen 
Kegelschnitt, die keinen Punct gemein haben. Dann wird der Schnitt durch 
eine Raumcurve c^« sechster Ordnung und vom Geschlecht 2 vervollständigt, 
welche den Kegelschnitt in sechs Puncten und die gegebene Gerade in vier 
Puncten trifft. Unter den andern Geraden gibt es 8, 9; 8, 1 die bezüglich 
in 3; 2, 1, Puncten geschnitten werden. 

4. Die Flächen F^ , jP| haben drei Gerade die sich nicht schneiden ge- 
mein ; sie schneiden sich dann noch in einer Raumcurve c^ j sechster Ordnung 
und vom Geschlechte 1, welche jede von den drei gegebenen Geraden in vier 
Puncten schneidet, u. s. w. 

Von diesen vier Curven sechster Ordnung ist nur die erste auf einer 
Quadrifläche gelegen. Sie haben bezüglich sechs, sieben, acht, neun schein- 
bare Doppelpancte. 

Die Curve c^ g ist diejenige, welche wir auch anderweitig schon gefunden 
haben (ISO, 189, 218) und zwar als Ort der Scheitel der Quadrikegel eines 
Netzes. Die entsprechende Plancurve kann eine allgemeine Curve vierter 
Ordnung sein (durch sämmtliche sechs Fundamentalpuncte); es folgt daraus, 
da z. B. diese Plancurve 28 Doppeltangenten und 24 stationäre Tangenten 
hat, dass auch unter den cubischen Raumcurven, welche in zwei Puncten die- 
jenigen Geraden von F^ schneiden, welche o^ • dreimal treffen, 28 existieren, 
welche c^. in zwei Puncten berühren, und 24, welche mit derselben einen 
dreipunctigen Contact haben. 

In derselben Weise wie für die cubischen Raumcurven bestimmt jedes 
Doppelsechs zwei conjugierte Systeme von Raumcurven sechster Ordnung und 
vom Geschlecht 3. Zwei Curven, die zwei conjugierten Systemen angehören 
haben 20 Puncte gemein und bilden den vollständigen Durchschnitt zwiscbeu 
-Fg und einer Fläche vierter Ordnung. 
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242. Eb gibt auch eine Eaumcurve sechster Ordnung vom Geschlecht 0, 
aber dieselbe liegt nicht gleichzeitig auf zwei cubischen Flächen. Man erhält 
diese Cuire, wenn man eine Fläche vierter Ordnung durch drei Gerade, wie 
b^yb^, b^f die sich nicht schneiden, und eine cubische Kauooicurye (entsprechend 
einer Curve Oi^Os^Os^tt^OsOK vierter Ordnung) legt, welche jede Gerade in 
einem Pnncte schneidet. Die daraus resultierende Curve C^ ^ entspricht einem 
Kegelschnitt, der durch keinen der Fundamentalpuncte geht , und schneidet 
die cubische Raumcurve in acht Pnncten. Unter den 27 Geraden von F^ gibt es 
6, 6, 15, die von o^ ^ bezüglich in 4, 0, 2 Puncten geschnitten werden. Diese 
Curve c^Q hat zehn scheinbare Doppelpuncte. 

243. Ans dem Durchschnitt zweier cubiscber Flächen F^,F* können 
sich nur zwei Raumcurven siebenter Ordnung Cj ^ und c^^ und eine einzige 
Raumcurve achter Ordnung c^^ ergeben. Man erhält diese Curven, wenn 
man 'F^ bezüglich entweder durch einen Kegelschnitt oder durch zwei sich 
nicht schneidende Gerade oder durch eine Gerade (von F^) gelegt denkt. 

Auf F^ gibt es 27 Systeme von zu Cg ^ analogen Curven, jedes System 
ist einer Geraden von F^ zugeordnet. Ist das System gegeben, so ist die Curve 
durch vierzehn Puncto bestimmt. Zwei Curven desselben Systems haben 
zwanzig Pnncte gemein. 

Der Durchschnitt von F^ mit Flächen höherer Ordnung gibt andere 
Curven 7., 8., 9., . . . . Ordnung. Lässt man z. B. durch zwei Gerade, die sich 
nicht schneiden, und durch eine cubische Raumcurve, die keine dieser Ge- 
raden trifft, eine Fläche vierter Ordnung gehen, so erhält man eine Eaum- 
curve Cy^ siebenter Ordnung und vom Geschlechte 1, welche die cubische Curve 
in eilf Puncten und jede gegebene Gerade in fünf Puncten schneidet. Legt 
man durch drei Gerade, die sich nicht schneiden, und durch eine Curve c^ q» 
welche zwei jener Geraden in einem Puncto trifft und die dntte gar nicht, 
eine Fläche fünfter Ordnung, so wird der Schnitt durch eine Raumcurve Cg ^ 
achter Ordnung und vom Geschlechte 1 vervollständigt, welche C40 ^° sechs- 
zehn Puncten, die beiden ersten Geraden in fünf Puncten und die dritte in 
sechs Puncten trifft. Endlich erhält man eine Raumcurve Ooi neunter Ord- 
nung und vom Geschleclite 1 , sobald der Durchschnitt von F^ mit einer Fläche 
sechster Ordnung sich in zwei Curven derselben Ordnung auflöst; u.s.w., u.s.w. 

244. Wir haben gesehen, dass ein und derselben Curve auf jPg, deren 
Ordnung und Geschlecht bekannt ist, auf E Plancurven verschiedener Ordnung 
entsprechen, die aber stets von demselben Geschlechte sind (54). Indem wir 
uns darauf beschränken, für jedes Geschlecht die Plancurve von der kleinst 
möglichen Ordnungszahl zu betrachten, können wir folgende Uebersicht geben. 

1. Einer Geraden auf E entspricht auf F^ ein Kegelschnitt oder eine 
cubische Raumcurve, jenachdem die Gerade durch einen Fundamentcdpunct geht 
oder nickt, 

Qbmmova, OberflXchen. 13 
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2. Einem KegeUchnüt auf E entspricht auf F^ eine Eaumcurve e^ ^ oder 
C5Q oder Cgg, jenachdem der Kegeh^mtt durch 2, 1, Fundomieiitalpuncle geht. 

3. Einer allgemeinen cubiechen Curve aufE entspricht auf F^ eine cubische 
Plancurve c, j oder eine Raumcurve c^^ oder Cg^ oder c^j oder C^j oder 
Cg j oder Cg j , jenachdem die gegebene cubische Curve durch 6, 5, 4, 3, 2, 1, 
FundamentcUpuncte hindurchgeht, U. s. w. ; n. 8. w. 

245. Es sei jetzt auf E im Allgemeinen eine Curve v-ter Ordnung ge- 
geben, welche bezüglich a^ y «2 , • • • 7 a^ mal durch die Punete dj > a^ > Og 1 • • • > a^ 
geht und mit d Doppelpuncten und x Spitzen versehen ist, die anderswo- 
liegen. Die Ordnung der Raumcurve, die ihr auf F^ entspricht, ist offenbar 
Qy—iS^a 1) und ihr Geschlecht ist genau das nämliche als das der Plancurve, 

•^"^ i(>'-lX»'-2)~10a(a-l)-(cJ+;c), 

Nun ist aber eine Raumcurve der (3v— )Sia)-ten Ordnung mit d Doppelpuncten 
X Spitzen und a scheinbaren Doppelpuncten von dem durch folgende Formel 
gegebenen Geschlecht: 

i(3v-0a--l)(3v-JÖa-2)-(ö + (T+z), 
also ist 

» = 4v3-.3v(0a+l)-i(0a+l)«+i(«J«*-l). 

Da wir so die Ordnung der Raumcurve, die wir kurz durch v^ bezeicboeo 

wollen, die Zahl der wirklichen und scheinbaren Doppelpuncte kennen, so 

können wir nach den Formeln Catlet's (10, 12) die andern Charakteristiken 

der Curve berechnen, nämlich: 

Die Ordnung der osculierenden Developpablen 

p = Vi(vi-l)-2(« + (T)-3x = v(v + 3)-0a(a+ 1)-(2<J+ 3z) ; 
die Classe dieser Developpablen 

fi = 3vj(vi-.2)-6(ö + ^)-8x = 3(v2-jefa8)-(6(r+ Sx) ; 
die Zahl der stationären Osculationsebenen 

<r = z+2(aä~»'i) = 6v(j^-l)-20a(3a~l)-3(4<J+5z) ; 
die Classe der doppeltberührenden Developpablen 

7 = ö+i(/o->'i)(/o+Vi-9) + <J 
= iv(y2-l)(v + 6) + i)öa2(0a+l) 

— l[2^+3x+)öa(a + l)][2v2 + 6v -9-2*-3x-«a2] 
+ i0a(2^+3x-fjeia-7) + ^; 

die Zahl der Ebenen, welche die Curve in drei Puncten berühren; 

T = i [Oo-2)iy-/>(3A+ Vi) + 6/i+ 10(<r + u{f] j 
u. s. w., u. s. w. 

Umgekehrt drücken diese Zahlen auch die Eigenschaften der gegebenen 

Plancurve aus, nämlich: In dem Systeme der cubischen Curven, welche durch 

die sechs Punete a^, a,, Og, a^, a^, a^ gehen, gibt es <r, die mit der gegebenen Curve 

^) ist als Sommenzeichen gebraucht worden. 
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eine vierpunctige Berührung haben , und r, welche in drei verschiedenen 
Pnncten berühren; in einem Netze dieser cubischen Curven gibt es fif die 
mit der Curve einen Contact zweiter Ordnung haben, und 17, welche sie 
in zwei verschiedenen Fancten berühren; in einem Büschel derselben cubi- 
schen Curven gibt es p, welche die gegebene Curve berühren. 

Man beachte ausserdem, dass die gegebene Plancurve a^-mal durch den 
Fundamentalpunct ap geht, den Kegelschnitt, welcher durch die Fundamental, 
puncto mit Ausnahme von a^ geht, in 2v— (0a— a^) von den Fundamental- 
puncten verschiedenen Puncten schneidet, und die Gerade apdff in v — {^p-^-a^) 
Pancten (ebenfalls von den Fundamentalpuncten verschieden) trifft, und daher 
die entsprechende Raumcurve mit der Geraden Op a Puncte, mit der Ge- 
raden bp ebenso 2v+a^— jöa Puncte und mit Cp^ endlich v— (a^ + a^) Puncte 
gemein hat. 

246. Es sei noch erlaubt, speciell auf den Fall einzugehen, dass alle 
a gleich NuU sind, das heisst, dass die Plancurve durch keinen der Fundamen- 
talponcte geht Daum entspricht die Raumcurve^ die von der Ordnung dv ist, 
einem gewissen Doppelsechs; sie schneidet die Geraden des einen Sechstupd je 
2y-mal und die Geraden des andern Sechstupei gar nicht; jede der fünfzehn 
andern Geraden wird von der Raumcurve in v Puncten getroffen. Jedes 
Doppelsechs bestimmt somit moei conjugierte Systeme analoger Raumcurven; 

ist das System gegeben, so gibt es nur eine Curve, welche durch -=| — ä~ 

beliebig gegebene Puncte geht. Zwei Curven desselben Systems haben v^ 
Durchschnittspuncte. 

Die Raumcurve Bvter Ordnung, entsprechend der Plancurve v-ter Ord- 
nung, welche durch keinen der Fundamentalpuncte geht, und die Raumcurve 
derselben Ordnung, die der Plancurve 5v-ter Ordnung entspricht, die 2v-mal 
durchjeden Fundamentalpunct geht, bilden zusammen den vollständigen Durch- 
schnitt zwischen F^ und einer Fläche 2vter Ordnung und gehören zwei in 
Bezug auf das nämliche Doppelsechs conjugierten Systemen an. Diese beiden 
Raumcurven haben 5v3 Puncte gemein. Wenn sie keine Doppelpuncte be- 
sitzen (das heisst, wenn die entsprechenden Plancurven keine solche haben 
ausser den Fundamentalpuncten), oder auch, wenn sie solche in gleicher Zahl 
haben, so sind sämmtliche Charakteristiken für beide Curven dieselben. 
Unter Annahme, dass keine Doppelpuncte vorhanden sind, hat man folgende 
Charakteristiken : 

Ordnung dv, 

Geschlecht i(»'"-l)(»'—2) 

Zahl der scheinbaren Doppelpuncte v(4v— 3), 

Ordnung der osculierenden Developpablen v(v-{-3), 

Classe derselben Sv^, 

Zahl der stationären Osculationsebenen 6v(v— 1), 

Classe der doppeltberührenden Developpablen lv(v^--lX»' + 6) 

Zahl der dreifachen Tangentialebenen iv(v— I)(v4+10v3+7v2— 74v +48) 

u. •• w. 

13» 
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CAPITEL V. 

QUADRIFLÄCHEN, WELCHE AUS EINER FLÄCHE 
DRITTER ORDNUNG KEGELSCHNITTE AUS- 
SCHNEIDEN. 

247. Zwei KegeUchnitte die auf einer gegebenen Fläche F^ dritter Ord- 
nung liegen und zugleich in zwei Ebenen, welche durch zwei Grerade der Fläche 
gehen, die sieh achneiden (wie Oj , ^2); haben stets zwei Puncte gemein^ weil die 
gemeinsame Gerade beider Ebenen jeden Kegelschnitt in zwei Puncten 
trifft, und ausserdem diese Gerade die Fläche F^, ausser im Puncte a,^«, nur in 
zwei Puncten achneidet; diese beiden Puncte sind also beiden Kegelschnitten ge- 
mein. Umgekehrt; haben zwei Kegelschnitte auf der Fläche zwei Puncte 
gemein, so schneidet die Gerade, welche diese Puncte verbindet, als Durch- 
schnitt der Ebenen beider. Kegelschnitte, die Fläche in einem dritten Puncte, 
welche den beiden Geraden der Fläche gemein ist, die in diesen Ebenen liegen. 

Dagegen haben zwei Kegelschnitte auf der Fläche, die in zwei Ebeoeo 
liegen; welche durch zwei Gerade, wie a^,a^^ gehen, die sich nicht schneiden, 
einen einzigen Punct gemein, wie schon früher (229) bemerkt ist. Zwei 
Kegelschnitte, die in zwei Ebenen liegen, welche durch dieselbe Gerade a^ 
gehen, haben gar keinen Punct gemein, denn sie schneiden a^ in zwei con- 
jugierten Punctenpaaren einer Involution (220). 

Folglich trifft eine Gerade der Fläche, wie a^ jeden Kegelschnitt in 
zwei Puncten, der in einer Ebene liegt, die durch a^ geht, dagegen jeden Kegel- 
schnitt, der in einer Ebene liegt, welche durch eine Gerade geht, die a^ nicht 
schneidet, in einem Puncte ; aber die Gerade a^ trifft die Kegelschnitte nicht, 
deren Ebenen durch Gerade gehen, welche auf a^ aufstehen. 

248. Zwei Kegelschnitte von F^, die in zwei Ebenen bezüglich durch 
a^, &2 liegen, haben zwei Puncte gemein und bilden so die Basis eines Büschels 
von Quadriflächen , von denen eine jede F^ in einem dritten Kegelschnitt 
trifft, der in einer Ebene liegt, welche durch die Gerade c^^ geht, die a^ 
und h^ schneidet ^). Dieser dritte Kegelschnitt kann beliebig angenommen 
werden. Denn, da die Basis des Büschels vier Puncte jedes Kegelschnittes 
enthält, der in einer Ebene durch c^^ ^^^^y ^^ genügt ein anderer beliebiger 
Punct dieser letzten Ebene um die Quadrifläche des Büschels zu bestimmen, 
die durch diesen Kegelschnitt geht. Es gibt also eine einzige Quadrifläche, die 



1) Die Ebenen der drei Kegelschnitte bilden eine cnbische Fl&che, welche ^^3 
in drei Kegelschnitten und drei Geraden schneidet. Da die drei Kegelschnitte aof 
derselben Quadrifläche liegen, so sind die drei Geraden in einer Ebene enthalten 
<40). 
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dur<^ drei Kegelschnitte geht, welche in drei beliebig durch «j , 5^ , Cjg gelegten 
Ebenen liegen. Umgekehrt, trifft' eine Quadrifläche die Fläche F^ in drei Kegel- 
schnitten, so schneiden die Ebenen derselben F^ in drei Geraden, die in derselben 
Ebene liegen (40). Daraus folgt, dass drei beliebige conjugierte Punctenpaare 
der Involutionen, welche durch die Kegelschnitte der Flache bezüglich auf 
^i»^2>'^i2 göb'l^^®^ werden (220), ein und derselben Curve zweiter Ordnung 
angehören, die nicht auf ^3 liegt. 

249. Es seien Äy B zwei Bitangentialebenen von 2^, die eine durch 
a^, die zweite durch b^ gelegt. Durch die beiden Kegelschnitte (Ä)j (B), 
die in diesen Ebenen enthalten sind, kann man zwei Quadrikegel legen, deren 
Scheitel auf der reciproken Geraden der Durchschnittsgeraden AB in Bezug 
auf eine beliebige Fläche zweiter Ordnung liegen, die durch (Ä) und (B) 
geht Wir können beliehig eine Ebene C fixieren, die durch c^^ geht, dann 
genügt die Quadrifläche (ABC), welche durch die Kegelschnitte {A)j (B), (C) 
geht, um die Gerade, welche die Scheitel der beiden Kegel verbindet, zu 
bestimmen. 

Lässt man die Ebene B um b^ rotieren, so erzeugt die Quadrifläche 
(ABC) ein Büschel (-4(7), und die Gerade AB erzeugt in der Ebene A und 
um den Punct a^b^ herum ein anderes dem ersten projectivisches Büschel. 
Die Geraden dieses Büschels werden von der Geraden AC in Functen ge- 
schnitten, deren Polarebenen in Bezug auf die entsprechenden Flächen des 
Büschels (AC) durch dieselbe Gerade gehen, die Reciproke von ^C in Be- 
zug auf die Quadriflächen (AC); in ähnlicher Weise gehen die Polarebenen 
des Punctes a^b^ in Bezug auf die Quadriflächen (AC) durch ein und die- 
selbe Gerade. Also erzeugen die Polarebenen der Puncte a^b^ und ABC in 
Bezug auf die Fläche (ABC), wenn B als variabel betrachtet wird, zwei 
projectivische Büschel, und folglich ist der Ort der reciproken Geraden von 
AB ein Hyperboloid J^^; die Generatrixen des andern Systems desselben sind 
offenbar die zu AC in Besrng auf die Quadrifläche (ABC) reciproJcen Geraden, 
wenn die Ebene C um c^^ variabel ist. Die Geraden AB, AC schneiden sich 
im Puncte ABC, ihre Reciproken sind daher auf der Polarebene dieses Punctes 
in Bezug auf die Fläche (ABC), Das Hyperboloid /^ ist also die Enveloppe 
der Polar ebene des Punctes ABC in Bezug auf die Quadrifläche (ABC), wenn 
A fest ist, und B und C variabel. 

Ein beliebiger Punct des Baumes ist der Durchschnitt von drei Ebenen 
A, B, C, welche eine Quadrifläche (ABC) bestimmen; umgekehrt bestimmt 
jede Fläche (ABC) einen Punct des Raumes. Also: Das Hyperboloid Jj^ 
ist die Enveloppe der Polarebenen der Puncte der Ebene A in Bezug auf die 
Quadriflächen (ABC), welche diesen Puncten entsprechen. 

Sobald die reciproken Geraden von AB,AC in der Polarebene des 
Punctes ABC in Bezug auf di« Quadrifläche (ABC) liegen, so ist der Durch- 
schnittspunct dieser Reciproken der Pol der Ebene A in Bezug auf diese 
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Fläche ; also ist das Hyperboloid Jj^ der Ort der Pole der festen Ebene A 
in Bezug auf die Quadriflächen (ABC), 

Die Flächen {ABC) gehen durch den festen Kegelschnitt \A\ und also 
schneiden sich die Folarebenen des Functes a^^ in der Folargeraden dieses 
Functes in Bezug auf den Kegelschnitt {A). Daraus folgt, dass das Hyper- 
boloid Jj^ die Ebene A in der Folargeraden des Functes afi^ in Bezug auf 
den Kegelschnitt {A) trifft und analog in der Folargeraden des Functes a^c^^ 
in Bezug auf denselben Kegelschnitt. 

250. Man bezeichne durch den Funct ^2^12) ^^"° ^^^ ^^°^ beliebige 
Gerade ol der Durchschnitt von zwei Ebenen B^ C, Es seien 1, m, n die zu 
conjugierten harmonischen Functe in Bezug auf die Functen paare, die den 
Durchschnitt der Kegelschnitte {B),{^C) mit den Geraden ol, d^' ^13 ^^l^^**» 
dann sind die Geraden Im, In die Folaren des Functes in Bezug auf diese 
Kegelschnitte, und es ist also Imn die Folarebene von in Bezug auf die 
Quadriflächen des Büschels {BC). Zieht man ausserdem in der Ebene B 
durch eine beliebige Gerade, welche den Kegelschnitt {B) und folglich 
auch die Fläche F^ in zwei Funeten triflit, so ist der harmonische conjugierte 
Funct von in Bezug auf diese Durchschnittspuncte auf der Geraden Im 
gelegen; folglich gehört Im und ebenso In der Quadrifläehe O, ersten 
Folarfläche von in Bezug auf F^ an ; mit andern Worten, die Ebene Imn 
berührt in 1 diese Quadripolarflache. Daraus ergibt sich endlich, dass die 
Polarebenen des Punctes in Bezug auf alle Quadriflächen {ABC)j toas auch 
A, By C sind, die Quadripolarflache von umhüllen. 

Ich erinnere daran, dass das Hyperboloid /^ die Enveloppe der Polar- 
ebene des Functes ABC in Bezug auf die Quadnflachen {ABC) ist, ^ als 
fest angesehen ; lasst man nun A mit der dreifachen Tangentialebene a^^^Cj, 
zusammenfallen (in diesem Falle reduciert sich die Quadrifläehe {ABC) auf 
die beiden Ebenen B, C), so fallen alle Functe ABC auf 0, also: Dasjenige 
Hyperboloid J^ welches der Ebene A^=aJ>^ entspricht, ist nichts Anderes 
als die Quadripolarflache von 0. 

251. Ist die Ebene Imn um einen festen Funct i des Raumes drehbar, 
so ist ihre Enveloppe ein der Quadrifläehe umgeschriebener Kegel; der 
Funct 1 beschreibt den Berührungskegelschnitt und folglich ist der Ort der 
Geraden ol ein Quadrikegel, der stets auch durch b^ und c^^ S^^^^t d^°° ^^ 
diese Geraden auf liegen, so berühren die Ebenen ib^, ic^^y was auch i sei, 
diese Fläche in zwei Funeten, die den Geraden b^jC^^ angehören. 

Es sei p der Funct ABC, in dem die Gerade ol eine feste Ebene A 
schneidet, die durch a^ geht. Wenn ol um sich dreht, so umhüllt die 
Folarebene von p in Bezug auf die Quadrifläehe (ABC) das Hyperboloid 
«7^. Da nun die Tangentialebenen von projectivisch den Geraden durch 
entsprechen (der Ebene, welche in 1 berührt, entspricht die Gerade ol 
und umgekehrt), so werden auch den Tangentialebenen von «7^ die Geraden 
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durch projectiyiBch entsprechen in folgender Weise: Eine Tangentialebene 
TOD J^ schneidet A in einer Geraden, deren Pol p in Bezug auf den Kegel- 
schnitt {Ä) die entsprechende Gerade oip bestimmt. Umgekehrt trifft eine 
Gerade darch die Ebene A in einem Puncte p ; durch die Folargerade von 
p in Bezog auf den Kegelschnitt {A) geht ausser A noch eine Tangential- 
ebene von Jj, welche die entsprechende Ebene der durch a gezogenen Ge- 
raden ist. 

Die Tangentialebenen von Jj^y die durch den Punct i gehen, umhüllen 
einen Kegel, welcher A in einem Kegelschnitte trifft; die reciproke Polare 
dieses Kegelschnittes in Bezug auf den Kegelschnitt {A), wird vom Puncte 
aus unter einem Kegel gesehen , welcher durch die Geraden b^ , c^^ geht, 
was auch i ist, wegen der beiden Ebenen, welche durch t und bezüglich 
durch die Polargeraden der Puncte o^d,, Oyc^^ in Bezug auf den Kegelschnitt 
(A) gelegt sind (249). Dieser Kegel und der andere, der durch die ent- 
sprechenden Geraden ol der Tangentialebenen von 0, die durch i gehen, ge- 
bildet wird, schneiden sich in zwei Geraden (ausser in b^ und c^^). Das 
lieisst: Durch einen beliebigen Punct \ gehen zwei entsprechende Paare Tan- 
genüalebenen von und «7^, wo man zwei Ebenen entsprechend nennt, welche 
ein und derselben Geraden ol entsprechen. 

Es sei g die Gerade, in welcher sich zwei entsprechende Tangential- 
ebenen von und «7^ schneiden, das heisst die Polarebenen der Puncte 
und ABC in Bezug auf ein und dieselbe Fläche (ABC); oder besser, sei g 
die Bedproke der Geraden BC in Bezug auf die Fläche (ABC), wo die 
Ebene A beliebig gewählt ist; dann erhält man aus dem Vorhergehenden, 
deua die Geraden g, welche etilen möglichen Paaren von Ebenen B, C entsprechen 
(g ist von A unabhängig) ein solches System bilden, dass durch einen beliebigen 
Punct i im Räume zwei Gerade g gehen. 

252. Wir wollen jetzt diejenigen Puncte des Raumes finden, für welche 
die beiden Geraden g zusammenfallen. 

Ist die Gerade ol in 1 Tangente der eubisehen Fläche F^, und folglich 
auch aller Quadriflächen des Büschels {BC)y so geht die Polarebene von p in Be- 
zug auf eine solche Quadrifläche durch i, also gibt es unter den Tangential- 
ebenen von Jj^y die durch 1 gehen, eine, deren entsprechende Gerade olp ist. 
Man lege jetzt den Punct i auf 1. Dann gehen die durch den Punct an 
die Fläche gelegten Tangentialebenen durch die beiden Generatrixen Im, 
in und haben also ihre Berührungspuncte auf diesen Geraden ; die entsprechen- 
den von ausgehenden Geraden bilden daher zwei Ebenen olm und oln 
(d. h. B und C). Nun entspricht dem Kegel vom Scheitel 1, der «7^ umge- 
schrieben ist, ein Kegel vom Scheitel 0, der durch ol geht, wie man eben 
gesehen hat. Die beiden Geraden also, welche für einen beliebigen Punct t 
aus dem Durchschnitt der beiden Kegel vom Scheitel entstehen (251), redu- 
cieren sich in diesem Falle auf die einzige Gerade oU Also: Durch die ge* 
meinsamen Puncte von F^ und geht nur je eine einzige Gerade g» 
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253. Sei zweitens der Fnnct i der Scheitel eines Qnadrikegels , der 
durch die Kegelschnitte (£), {C) geht. Da die Wahl der Ebene Ä für die 
Bestimmung der Geraden y willkürlich ist, so kann man voraussetzen, 
dass diese Ebene durch t geht. Weil nun i auf der reciproken Geraden 
von BC oder 0lp in Bezug auf jede Quadrifläche des Büschels {BC) liegt, 
so geht die Polarebene von or in Bezug auf die Quadrifläche (ABC) durch 
t; femer ist dieselbe Polarebene Tangentialebene der Fläche in t; es 
geht also durch i eine Tangentialebene von 0, deren Berührungspunct 1 ist, 
daher ist 6\p die entsprechende Gerade. 

In analoger Weise liegt i in den Polarebenen aller Pnncte von 0I in 
Bezug auf die Quadrifläche {ABC)^ und deshalb sind die Puncte i, )) in Be- 
zug auf den Kegelschnitt {A) conjugiert. 

Was das Hyperboloid J^ anbetrifft, so schneiden seine durch { gelegten 
Tangentialebenen A in Geraden, die sich in t kreuzen, und deren Pole in 
Bezug auf den Kegelschnitt {A) sich auf der Polare von i befinden, die aus einer 
Geraden durch )) besteht. Daraus folgt, dass dem umgeschriebenen Kegel 
vom Scheitel i ein Kegel JST vom Scheitel entspricht, der durch 0lgeht; und 
dem , dem Hyperboloid J^ umgeschriebenen Kegel vom Scheitel t entspricht 
(ausser der Ebene aj)^c^^) eine Ebene E, die durch 0p und die Polargerade 
von i in Bezug auf den Kegelschnitt {A) geht. Man kann nun beweisen, 
dass die Ebene E den Kegel K längs 0p berührt. 

In der That, die Ebene, welche durch i geht und in l berührt, ent- 
hält eine Gruppe von vier harmonischen StrahlenJ nämlich die Geraden Im, In, 
Generatrixen der Fläche, die Gerade U, Generatrix des umschriebenen Kegels 
vom Scheitel i, und die Gerade Ij, Tangente des Berührungskegelschnittes 
in 1 (j sei ihre Spur auf der Ebene A), Projiciert man vom Puncte o aus 
diese vier harmonischen Strahlen auf die Ebene A, so erhält man die Ge- 
raden p(«, 0, t, i) 1), die ebenfalls eine harmonische Oruppe bilden. Anderer- 
seits aber gehört das Ebenenpaar BC, der Kegel {BC) und die Quadrifläche 
{ABC) zu demselben Büschel, also muss der Kegelschnitt {A) durch die vier 
Puncte gehen, wo die Durchschnittsgeraden des Kegels mit A die Geraden 
AB und AC (d. h. i^u und po) treffen. Daher ist also die Polargerade von 
i in Bezug auf den Kegelschnitt {A) die conjugierte harmonische Gerade pi 
in Bezug auf die Geraden pu, p«, oder mit andern Worten, die Gerade 
pj ist die Polare von i in Bezug auf den Kegelschnitt {A), 

Also ist die Ebene E Tangentialebene des Kegels längst 0p, und folglich 
liegt der Punct i nur auf einer einzigen Geraden g, 

2Ö4. Die Gerade g, die Reciproke der Geraden {BC) in Bezug auf alle 
Flächen des Büschels {BC), liegt (249) auf den Hyperboloiden J^ und J^ 
Umgekehrt ist Jj^ der Ort der reciproken Geraden von BC (wo B fest ist, 
und C variabel) in Bezug auf die Flächen des Büschels {BC) und auch 
der Ort der reciproken Geraden von BA (wo B wieder fest ist und 

1) Hier bezeichnen «, die Puncte a^^ , a^ cn» 
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A variabel) in Bezng anf die Flachen (BA), Ebenso verhält es sich 
mit J(u Wir haben nnn bewiesen, dass darch jeden Punct des Raumes zwei 
Gerade ^. gehen, |die Reciproken von BC, und dem analog zwei reciproke 
Gerade von CAy und zwei reciproke Gerade von AB. Also: Durch jeden 
Punct des Raumes kann man swei Hyperboloide Jj^ , zwei Hyperboloide J^ und 
sstoei Hyperboloide J^ legen. Aus dem Vorhergehenden folgt weiter, dass, 
wenn i der Scheitel eines Qnadrikegels ist, welcher F^ in drei Kegelschnitten 
{A)f{B)i{C) schneidet, durch i nur eine einzige Reciproke von BC, ebenso 
nur eine Reciproke von CA und eine einzige reciproke Gerade von AB geht; 
durch t geht also nur ein Hyperboloid J"^, ein Hyperboloid J^ und ein 
Hyperboloid J^^ Das heisst: Der Ort der Scheitel der Quadrikegely welche 
die cubische Fläche F^^ in drei Kegelschnitten (A)y{B),{C) schneiden, fällt mit 
der einhüllenden Fläche der Hyperboloide jeder der drei Reihen J^, J^, J^ 
zusammen. Dieser Ort geht durch, die drei Raumcurven vierter Ordnung in 
denen F^ von den Quadripolarfläcfien der Puncte 0, it, t) geschnitten vsird (252). 

Da bewiesen, dass durch jeden Punct dieses Ortes eine einzige einge- 
hüllte Fläche jeder Reihe geht, so folgt , dass die einhüllende und die ein- 
gehüllte Fläche sich überall berühren, wo sie sich treffen. Die Berührungs- 
curve ist der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender eingehüllten Flächen 
und ist also von der vierten Ordnung. Die einhüllende Fläche ist also von 
der vierten Ordnung; die Beruhrungscurven zweier eingehüllter Flächen der- 
selben Reihe liegen auf ein und derselben Fläche zweiter Ordnung (50) u. s, w» 

255. Wir beträchten jetzt das Büschel von Quadriflächen S, welche 
durch die Curve vierter Ordnung gehen, die den Durchschnitt von F^ mit 0, 
der ersten Folarääche von 0, bildet. Zwei Flächen S schneiden die cubische 
Fläche nochmals in zwei Kegelschnitten; da aber die gemeinschaftliche Ge- 
rade der Ebenen dieser Kegelschnitte vier Puncte mit jF*^ gemein hat (näm- 
lich die vier Puncte, in denen dieselbe die beiden Kegelschnitte trifft), so 
liegt sie vollständig auf der Fläche. Nun ist eine der Flächen aS' auch die 
Quadrifläche 0, für welche der resultierende Kegelschnitt das Geradenpaar 
^2 ' ^12^^^' ^"^ ^^^ Gerade, in der die Ebene dieser beiden nochmals F^ schneidet, 
ist die Gerade a^, also schneiden die Flächen /S die Flächen F^ in Kegelschnitten, 
deren Ebenen durch die Gerade a^ gehen. Umgekehrt trifft jede durch a^ 
gezogene Ebene A, F^ in einem Kegelschnitte, der auf einer Fläche ^S^^ des 
Büschels liegt, das man betrachtet. Die Ebene A und die Quadriflächen aS'^ 
bilden offenbar zwei projectivische Büschel, welche die gegebene Fläche F^ 
durch ihre Durchschnittscurven erzeugen können (222). 

Die Polarebenen des Punctes in Bezug auf die Quadriflächen S bilden 
ein projectivisches Büschel zu dem dieser Quadriflächen, also ist der Ort 
der Berührungskegelschnitte der Quadriflächen S mit den umgeschriebenen 
Kegeln vom Scheitel (223) eine Fläche J dritter Ordnung, welche durch 
die Basis des Büschels {S) und durch die Geraden b^,c^^ geht (letztere Ge* 
raden der Durchschnitt von durch die entsprechende Polarebene). Ausser« 
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dem ist die Basiscurve des Büschels (5) der Durchschnitt von J mit der 
ersten Polarfläche von in Bezug auf J, nämlich mit der Qaadrifläche 
S{— 0), die durch geht ; die beiden cubischen Flächen J und F^ berühren 
sich also längs einer Curve vierter Ordnung und schneiden sich in zwei Ge- 
raden; sie fallen daher in eine einzige Fläche zusammen. Das heisst: Jede 
Quadriflädie Sj^ schneidet i^ in einem Kegelschnitt dessen Ebens A die Polar- 
ebene des Ptmctes in Bezug auf S^ ist; mit andern Worten, die cubbche 
Fläche F^ ist der Ort der Berührungscurven zwischen den Quadriflächen S 
und den umgeschriebenen Kegeln vom Scheitel 0. Es folgt noch daraus, 
dass die Scheitel der vier Kegel des Büschels (S) auf F^ liegen, und dass 
diejenigen Ebenen, welche die Fläche in diesen vier Puncten berühren, die 
dreifachen Tangentialebenen sind, welche durch a^ gehen. 

256. Sind A und B zwei gegebene Ebenen bezüglich durch a^ und b^ 
gelegt, dann bilden die Quadrifläcben (AB) ein Büschel, dem auch das Ebenen- 
paar Ay B angehört. Der Ort der Berührungscurven zwischen den Quadri- 
fläcben und den umgeschriebenen Kegeln vom Scheitel ist nach dem all- 
gemeinen Satze (223) eine cubische Fläche, aber für die Quadrifläche, die 
aus den Ebenen A, B besteht, kann man die Berührungscurve als auf der 
Ebene B ausgebreitet ansehen, und die Ebene gehört also vollständig der cubi- 
schen Fläche an. Das heisst, diese reduciert sich auf die Ebene B und eine 
Quadrifläche S, welche den Kegelschnitt (^) und die Kegelschnitte enthält, welche 
aus dem Dnrchschnitt der Flächen {AB) mit den Folarebenen von entstehen. 

Weiter muss die Basis des Büschels {AB) die Durchschnittscurve der 
cubischen Fläche Bh mit der ersten Polarfläche von in Bezug auf diese 
Fläche sein, also ist A die Polarebene von in Bezug auf S. 'Es folgt ferner 
daraus, dass § durch die Scheitel der beiden Kegel des Büschels {AB) geht 
und in ihnen von den beiden Ebenen berührt wird, welche dem Büschel 
der Polarebenen von angehören, und sich daher in einer Geraden schneiden, 
die in der Ebene B liegt. 

Hiernach gehen die Flächen S und S^ zugleich durch den Kegelschnitt 
{A) und haben A als Polarebene von 0. Wenn man nun vom Puncte 
die Tangenten an den Kegelschnitt {B) zieht, so liegen die Berührungspuncte 
auf S, denn sie müssen einer beliebigen Quadrifläche des Büschels {AB) an- 
gehören und der entsprechenden Polarebene von 0. Die nämlichen Puncte 
gehören aber auch der Berührungscurve vonFg mit dem umgeschriebenen 
Kegel vom Scheitel an, und folglich auch Sj, Die Quadrifläcben S und 
Sj^ bilden also nur eine einzige Fläche. Das heisst : Sj^ ist der Ort der Be- 
rührungscurven aller Quadriflächen {ABC), wo A fest ist, mit den umgeschrie- 
benen Kegeln vom Scheitel 0. Also enthält aS'^ die Scheitel sämmtlicher Kegel 
des Systems (ABC), wo A fest gehalten wird. 

Ist die Ebene A gegeben, dann sind die Scheitel der Kegel {ABC) auf 
jeder der Flächen Sj^,Jj^ gelegen (249), also: Der Ort dieser Scheitel ist die 
Raumcurve vierter Ordnung, Durchschnitt dieser beiden Quadriflächen, Lässt 
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num nun A seine Lage ändern, so tat der Ort dieser Raumcurve, die den 
beiden entsprechenden Fläclien Sj^ und Jj^ gemein ist, eine Fläche vierter Ord- 
nung (vollständiger Ort der Scheitel aller Kegel (ABC)), die wir schon als 
Enveloppe der Hyperboloide J gefunden haben. Natürlich ist dieselbe Fläche 
vierter Ordnung auch der Ort der Raumcurve vierter Ordnung, die zwej 
Flächen S^ und J^ oder Sq und t/^ gemein ist. S^ und ^S'^ haben hier in 
Bezug auf n, o und die Ebenen B, C dieselbe Bedeutung, welche Sj^ in Be- 
zug auf den Punct a und die Ebene A hat ^). 

257. Betrachten wir von Neuem die drei Geraden a^ih^, c^^ die in der- 
selben Tritangentialebene liegen. Es seien JU^iib zwei Ebenen, die bezüg- 
lich durch a^, b^ gehen und die Fläche F^ in zwei Kegelschnitten treffen, 
die ^1)^2 ^° ^^° Puncten a,b berühren. Die Quadriflächen des Büschels 
(JloiR)) treffen die Ebene a^h^ in Kegelschnitten, die in den Puncten a, b einen 
doppelten Contact haben, und umgekehrt jeder Kegelschnitt, der in a und b 
Yon den Geraden Oj, b^ berührt wird, ist die Spur einer Fläche des Büschels. 
Kun befindet sich unter diesen Kegelschnitten der unendlich abgeplattete 
Kegelschnitt (ab)^ gebildet durch die zweimal gezählte Berührungssehne, und 
in dem Büschel («Ho oft)) gibt es daher einen Kegel, welcher die Gerade a^^ 
längs der Geraden ab berührt. Diese Gerade trifft c^^ in einem Puncto t 
und in diesem berührt Cj^ den obigen Kegel und folglich auch einen Kegel- 
schnitt, der gleichzeitig auf F^, auf dem Kegel und in einer Ebene (durch 
c.^) liegt. Also : Die sechs Puncte, in denen die Geraden a^,b^y c^^ die para- 
bolische Curve von F^ berühren (220) liegen zu drei und drei auf vier Ge- 
raden, welche die Berilhrungsgeneratrixen der Ebene «^^2^12 ^*^ ^^ Quad/ri- 
kegeln sind, welche zu drei und drei die sechs Kegelschnitte (ollo), ('^), (G) 
enthalten , welche die Geraden a^^b^, c^^ in genannten Puncten berühren. Die 
beiden zu a analogen Puncto sind die Doppelelemente einer Involution , in 
der die Puncto a^Ä^» ^i^\2 conjugiert sind (220), Die Geraden a^^b^yC^^ 
sind daher die Diagonalen des Vierseits, das aus vier Geraden abc gebildet wird. 

Es gibt noch einen zweiten Kegel, der durch die Kegelschnitte {X), (olb) 
geht, ausser demjenigen, welcher die Ebene a^^ längs abc berührt. Die 
beiden Kegelschnitten gemeinsamen Tangenten umhüllen diese beiden Kegel; 
der Scheitel des neuen Kegels ist also der gemeinschaftliche Durchschnitts- 
punct folgender drei Ebenen: Der Ebene a^b^, der Ebene der Tangenten, 
die man vom Puncto a^^ an die beiden Kegelschnitte ziehen kann ausser 
öj und b^ und die Ebene der Polargeraden des nämlichen Punctes in Bezug 
auf die beiden Kegelschnitte. 

Wir wollen die vier Berührungskegel der Ebene a^^ und die sechs Kegel- 
schnitte, in denen sie die Fläche F^ schneiden, in folgender Weise bezeichnen 



1) Jede von den 45 dreifachen Tangentialebenen gibt einer analogen Fläche 
vierter Ordnung Entstehung. 
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Die Kegel DC, o>C' schneiden sich in dem Kegelschnitt (Jl>) und folglich 
noch in einem andern Kegelschnitt, der nicht auf F^ liegt. Sie haben also 
zwei gemeinschaftliche Tangentialebenen; eine ist <ijd2^i2' ^^^ andere sei P. 
Die Ebene P berührt die fünf Kegelschnitte (oH,), (iß)), (G), (iß)'), (C) die 
auf 2)C und 2)C' liegen, sie berührt daher auch die Kegel S>C" und S)C'". 
Die vier Kegel SMl, S)C', S)C", DC"' haben folglich zwei gemeinschaftliche Tan- 
gentialebenen flj&2^i2 ^^^ ^» daraus folgt, dass ihre Scheitel auf ein und der- 
selben Geraden Hegen (der Durchschnittsgeraden der Ebenen «1^2^12 ^^^ ^^' 

258. Wir gehen zur Betrachtung der Kegelschnitte {Ä), (B), (C) über, 
die sich in gerade Linien auflösen. 

Unter den Ebenen A gibt es vier, ausser «^^2^12» ^®^c^6 ^s ^° Geraden- 
paaren schneiden, dasselbe gilt für die Ebenen B und C Wenn wir die 
Ebene A betrachten, welche die Geraden b^Cj^ enthält, und die Ebene B, 
in der OgCjg liegt, so müssen sich die Kegelschnitte (5g Cjj), (ögCgj) in zwei 
Puncten schneiden (247), die auf der Geraden AB liegen. Die Gerade b^ 
trifft daher Cgj, und c^g schneidet Og. Die Ebenen ^^c^2f^»^i3 schneiden Pg 
in zwei neuen Geraden a^ und b^. Nun liegen von den neun Geraden 
(Oj^gCjg), («2^3^82^' (^s^i^is)' ''^e^ehe durch den Durchschnitt von F^ mit drei 
Ebenen entstehen, drei, nämlich aj,5g,Cjg in der Ebene A, drei andere 
Og, b^j c^ in der Ebene B, folglich liegen die drei übrigen a^, 5^, c^^ in ein nnd 
derselben Ebene C. 

Hieraus folgt, dass die 24 Geraden, die in den 12 dreifachen Tangen- 
tialebenen liegen, welche ausser a^^j^?^ ^^^^^ ^i'^2>^i2 ^ehen, auch noch 
in 16 andern Paaren von dreifachen Tangentialebenen liegen. Jedes dieser 
Paare ist durch zwei beliebig gewählte dreifache Tangentialebenen A und B 
bestimmt. Mittelst dieser beiden Ebenen ist auch eine entsprechende Ebene 
C mit bestimmt. 

Denken wir uns drei Ebenen A^ B, C die F^ ausser in Oi, b^, c^g in 
sechs Geraden schneiden, die nicht in Ebenenpaaren gelegen seien, so ge- 
hören diese sechs Geraden einem Hyperboloide (ABC) aus dem vorhin be- 
trachteten Systemen an (248). Jede von den vier Ebenen A lässt sich mit 
jeder von den vier Ebenen B und mit jeder der vier Ebenen C combinieren, 
aber man muss die 16 Gombinationen weglassen, welche sechs Gerade er- 
geben, die auf zwei Ebenen liegen; das System der Quadrißächen (ABC) 
enthält also 4.4.4 — 16 = 48 Hyperboloide H, von denen ein jedes die cubische 
Fläche F^ in sechs Geraden schneidet. 

Von den sechs Geraden, die Fg und einem Hyperboloide H gemein 
sind, gehören drei demselben Systeme von Generatrixen des letzteren an, 
und die drei übrigen dem andern Systeme ^), man kann also auf sechs ver- 

1) Eine cubische Fläche kann niemals vier Gerade eines Hyperboloids aus dem- 
selben Systems von Generatrixen enthalten , denn dann h&tte jede Generatrix des 
andern Systems vier Puncto mit der cubischen Fläche gemein und läge folglich 
Tollitändig auf derselben. 
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schiedene Arten diese Geraden in drei Paare zerlegen, so dass die Geraden 

jedes Paares in einer Ebene liegen. Jede Art gibt drei Ebenen, welche 

alle sechs Geraden enthalten und F^ in drei neuen Geraden schneiden, die 

in einer Ebene liegen, denn die sechs ersten Geraden gehören einer Fläche 

zweiter Ordnung an. Jedes Hyperboloid H ist aUo ein Glied von sechs jSy- 

Sternen von Quadrißächen , dem der Flächen {ABC) analog, das durch die 

Ebene o^b^c^^ gegeben ist. Die Zahl dieser Systeme ist 45, jedes derselben 

entspricht einer dreifachen Tangentialebene, die Gesammtzahl der Hyperbo- 

48.45 
loiäCy welche F^ in sechs Geraden schneiden^ ist also —^ — = 360. 

259. Ein Hyperboloid H ist durch drei Gerade von F^ bestimmt, die 
sich nicht treffcM. Nun werden aber drei Gerade von F^, die sich nicht 
treffen, von drei andern Geraden geschnitten, die sich ebenfalls nicht schneiden 
(228) ; diese sechs Geraden bilden also den Durcl\schnitt von H und F^. 
Das heisst: Jedes Hyperboloid, das F^ in drei Geraden schneidet, die sich 
nicM treffen, schneidet diese Fläche noch in drei andern Geraden, 

Es gibt also 2.360 Gfruppen von drei Geraden auf F^, welche keine 
Durchschnütspuncte hohen. Diese Gruppen sind zu zwei und zwei conjugiert ^). 
Die Geraden der einen Gruppe treffen die Geraden der conjugierten Gruppe, 
und die sechs Geraden der beiden conjugierten Gruppen gehören ein und dem- 
selben Hyperboloide an. 



CAPITEL VI. 

VERSCHIEDENE EIGENSCHAFTEN. 

260. Es seien T, T' zwei dreifache Tangentialebenen der cubischen Fläche 
JPg, die sich in einer Geraden, die nicht auf F^ liegt, treffen, und es seien 
^i»*2»^i2' S»*3»^a8 ^^® Geraden der Fläche, die in diesen Ebenen liegen. 
Da die Gerade TT die Fläche F^ nur in drei Puncten schneidet, so müssen 
diese den Geradenpaaren a^^, \^%zi ^2^12 gemein sein. Die Ebenen Ojig, bjs^, 
ögCjg treffen F^ in drei neuen Geraden bezüglich c^^,a^,b^, die in einer 
Ebene liegen, denn von diesen neun Geraden, die durch den Durchschnitt von 
jFg mit drei Ebenen entstehen, liegen sechs in zwei anderen Ebenen T, T'. 

Also bestimmen die Dreiecke ^^^b^c^^y ^2*8% ^^ andere, und die Seiten 



1) R Stuem, {Synthetische Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung, 
Leipzig 1868.) nennt swei conjogierte Systeme von drei Geraden ein Doppeldrei 
und die Hyperboloide H Doppeldreihyperboloide, 
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dieser sechs Dreiecke sind die gegenseitigen DurcJ^chnittspuncte zweier Gruppen 
von drei Ebenen, das heisst der Seitenflächen zweier Trieder, die wir conjugiert 
nennen wollen. 

Zwei beliebige dreifache Tangentialebenen, deren Durchschnittsgerade 
nicht auf F^ liegt, können als Seitenflächen eines Trieders dienen, dann ist 
dadurch die dritte Seitenfläche mit bestimmt. Diese drei Ebenen bestimnaen 
neun Gerade, welche sich in neun Puncten schneiden, die den Kanten des 
Trieders und F^ gemein sind. Dieselben neun Geraden sind auch noch in 
drei andere Ebenen vertheilt, welche das conjugierte Trieder bilden. 

Man hat schon früher (258) gesehen, dass, wenn man die drei Geraden 
^i> ^8> ^iv ^^^ ^^ der Ebene 7^ liegen, betrachtet, die andern 24 Geraden von F^ 
in 16 Ebenenpaaren vertheilt liegen. Jedes Paar bildet mit T ein Trieder, 

das heisst, jede Ebene T liegt in 16 Triedern. Jedes Trieder enthält aber 

45.16 
drei Tritangentialebenen, cdso ist die (xesammtzahl der Trieder — ö— = 240. 

Biese Trieder sind zu zwei und zwei conjugiert; es gibt daher 120 conjugierte 
Triederpcuxre, 



261. Die neun Geraden 

sind, wie wir eben bewiesen haben, auf sechs Tritangentialebenen gelegen, 
die zwei conjugierte Trieder bilden. Durch jede dieser Geraden kann man 
drei neue dreifache Tangentialebenen legen; es gibt also 27 Ebenen, von 
denen jede eine der neun Geraden enthält und also auch noch zwei andere 

Gerade, das heisst, die andern 18 Geraden liegen zu zwei und zwei in 

2.27 
diesen 27 Ebenen yertheilt in der Art, dass diese Ebenen = 3-nial 

lo 

durch jede der 18 Geraden gehen. Es bleiben noch 45—6—27 = 12 Ebenen, 
welche ausschliesslich die 18 Geraden jede zweimal enthalten. 

Nun muss jede der drei Geraden cii,b^,c^^, die in derselben Ebene 
liegen, ausser den Geraden der obigen Matrix noch sechs Gerade schneiden, 
die Yon den beiden andern nicht getrofi^en werden ; also werden die 18 Ge- 
raden durch eine oder die andere der Geraden a^yb^, Cj^ geschnitten. Ausser- 
dem werden aber auch drei Gerade wie a^, b^, c^, die sich nicht schneiden, durch 
die obigen Geraden ebenfalls geschnitten, ebenso o^'^s'^s» ^' ^* ^* ^^^^ 
kann daher die 18 Geraden in zwei neue Matrixen 



80 vertheilen, dass die Geraden einer Colonne der ersten Matrix die Geraden 



^^141024» ^84 
^16 » ^26 » ^86 
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der entsprechenden Colonnen der zweiten Matrix treffen, und die Geraden 
einer Zeile der ersten Matrix die Geraden der entsprechenden Golonne der 
dritten Matrix. Dann ist leicht zu zeigen: 1. dass die Geraden einer Zeile 
der zweiten Matrix die Geraden der entsprechenden Zeile der dritten Matrix 
schneiden; 2. dass die neun Geraden jeder der zwei letzten Matrixen die 
Durchschnittsgeraden der Seitenflächen zweier conjugierter Trieder sind. 

Also: Jedes conjugierte Triederpaar bestimmt zwei neue Paare in der 
Art, dass die drei Paar$^ zweimal sämmtliche 27 Gerade enthalten. Natür- 
lich ist die Zahl dieser Gruppen von je drei conjugierten Triederpaaren gleich 

120 

-3- = 40. 

262. Die 240Trieder haben 3.240=720KanteuÄ; und 240Scheitelt. Jede 
Kante k trifft die Flache F^ in drei Puncten i, Durchschnitte der Geraden- 
paare auf der Fläche. Man kann also sagen, die 135 Puncte h, Scheitel 
der 45 Dreiecke, die von den 27 Geraden auf den dreifachen Tangentialebenen ge- 
hüdet werden y sind zu drei und drei auf 720 Geraden k vertheilt, die sich zu 
drei und drei in 240 Puncten i schneiden. Dieselben 135 Puncte liegen zu 
zehn und zehn auf den 27 Geraden von F^, 

Betrachten wir den Punct h, der den Geraden o^ , b^ angehört. Durch 
jede dieser Geraden gehen ausser der Ebene a^b^ vier andere dreifache Tan- 
gentialebenen und daher 16 Gerade k. Jeder Punct If ist also auf 16 Ge- 
raden k gelegen. 

Die Ebene ^i^^Cy^ schneidet die vier dreifachen Tangentialebenen, welche 
darch h^ gehen, mit Ausnahme von a^b^, in vier Geraden k welche b^ und c^^ 
in acht Puncten b', }>*' treffen. Auf jeder dieser vier Geraden k denke man sich 
den harmonischen Punct 1 von h in Bezug auf h'h" genommen, dann ge- 
hören die vier Puncte 1 der Polargeraden von b in Bezug auf den Kegel- 
schnitt an, der durch die Geraden h^c^^^ gebildet wird, und sie liegen auch 
auf der Quadripolarfläche von 1^ in Bezug auf F^, Die 16 Puncte 1, ent- 
sprechend den 16 Geraden k, die von b ausgehen, liegen zu vier und vier 
auf vier Geraden vertheilt, die in vier Ebenen liegen, welche durch a^ gehen und 
folglich auch auf vier anderen Geraden, die in vier Ebenen durch b^ liegen, 
Alle diese acht Gerade sind Generatrixen ein und desselben Hyperboloids, welches 
die Quadripolarfläche des Punctes 1f ist. Diese Quadrifläche geht offenbar 
durch die Geraden a^ und b^, 

263. Sei t der Scheitel eines Trieders, das aus dreifachen Tangential- 
ebenen gebildet ist (262). Dann schneidet die Quadripolarfläche von t nach 
-^3 genommen jene Ebenen in den Polarkegelschnitten von t bezüglich der 
Dreiecke , welche von den Geraden von F^ gebildet werden , die in diesen 
Ebenen liegen, das heisst, in Kegelschnitten, die bezüglich diesen Dreiecken 
umgeschrieben sind. Diese Dreiecke entstehen aber durch den Durchschnitt 
der drei betrachteten Ebenen durch die Seitenflächen des conjugierten Trieders 
(260), folglich treffen die Kanten dieses Trieders die Quadripolarfläche von 
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I in je drei Fnncteii. Mit andern Worten: DU Qftadrij^larfliSdit vom. t iti 
«m dem conjugierten Trieder umgeBchriebenar Kegd. Also mmd die Sckeild 
snceier conjugierter Trieder entsprechende Funde der Heedana (183). 

264. Es ist früher bewiesen, dass jede Gerade, die auf F^ liegt, so wie o^, 
eine Doppeltangente der Hessiana ist (171), und dass die Berührongspnncte 
a, a' die Doppelpuncte der Involation sind, welche auf a^ durch die Kegel- 
schnitte bestimmt wird, in denen F^ durch die BitangentialebeneD, welche 
durch Aj gehen, geschnitten wird. Da aber die Gerade a^ auf F^ liegt, so 
muss die Quadripolarfläche jedes Punctes dieser Geraden durch diese selbst 
hindurch gehen , also liegen die Scheitel der Polarkegel von a, a^ auf o^. 
Diese Scheitel sind aber auch Puncto der Hessiana, folglich ist a' der Scheitel 
des Polarkegels von a und umgekehrt; das heisst, die Functe a, a' eind zwei 
enleprechende Funde der Heseiana, 

265. Eine beliebig gegebene Ebene E schneidet die Fundamentalfläche 
F^ in einer Cunre c^ der dritten Ordnung. Die Ebene M, welche F^ in 
einem Puncto m von c, berührt, und die Polarebene von m in Bezug auf 
die Hessiana treffen sich in einer Geraden, welche F^ in den Wendepuncten 
jT, s,} des Schnittes dieser Fläche durch die Ebene M durchbohrt (200). 
Was ist nun der Ort der Geraden nur, mg, nq, wenn m auf c^ seine Lage 
Terändert? Zunächst ist die Curve C3 für den Ort dreifach, denn jeder Punct 
m dieses Ortes ist den drei Generatrixen mx, mg? n\ gemeinschaftlich. Wir 
suchen zweitens, wieyiele Generatrixen in die Ebene E fallen. Die Polar- 
ebenen der Puncto m in Bezug auf die Hessiana treffen E in Geraden, deren 
einhüllende Curve von der 9-ten Classe ist (93). Die Tangenten dieser En- 
veloppe entsprechen einzeln den Tangenten von C3, denn die einen sowohl 
als die anderen entsprechen den Puncten dieser Curve; und nach einen be- 
kannten Theorem i) ist die Ordnung des Ortes des gemeinschaftlichen Punctes 
zweier entsprechender Tangenten gleich der Summe der Classen der beiden 
Enveloppen, nämlich 9^6 = 15. Für diesen Ort sind die 12 gemein, 
schaftlichen Puncto von C3 und der Hessiana Doppelpuncte, denn in jedem 
dieser Puncte treffen sich zwei unmittelbar folgende Tangenten von C3 und 
die entsprechenden Tangenten der Enveloppe 9-ter Classe. Der Ort fünf- 
zehnter Ordnung schneidet also C3 noch in 3. 15 — 2.12 = 21 andern Puncten, 
von denen jeder ein den Puncten jr, g, \ analoger Pnnct ist. Es folgt daraus, 
dass die Ebene £7 21 zu ntjr, mg, m\ analoge Gerade enthält , und hieraus, 
daea der Ort dieser Geraden eine Fläclie der Ordnung 3.3-|-21 =30 ist. 

Dieser Ort trifft eine beliebige Gerade g in 30 Puncten. Daraus folgt: 
Wenn der Punct m die Fläche F^ mit der Bedingung durchläuft j dass eine 
der Geraden mx^ mg, m^ die gegebene Gerade g schneidet j so ist der Ort von 
m eine Raumcurve der BO-sten Ordnung, 



1) Einleitung^ Nr. 83 a. 
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Diese Maumcurve geht, wtu auch g sei, durch die 135 Puncte (, in denen 
MC& die 27 Geraden der Fundamentaf/läche zu zwei und zwei eckneüien. In 
der That, betrachten wir die dreifache Tangentialebene, welche die Geraden 
Oji h^y Cj2 enthält, so geht die Polarebene des Punctes a^b^ in Bezug aaf 
die Hessiana durch c^^ ^), und jede durch diesen Fnnct so gezogene Gerade, 
dass sie c^^ schneidet, ist eine zu mx analoge Gerade. Nun ti*ifft die Ebene 
^1^9^12 ^^^^ beliebige Gerade g, also geht die Raumcurve dO-ster Ord- 
nung, in Bezug auf diese Gerade, durch den Punct a^b^. Daher trifft die 
Raumcurve, um die es sich handelt, jede der 27 Geraden von F^ in zehn 
Paocten. 

Hieraus folgt, wenn man die cubische Fläche auf einer Ebene in der 
oben (2dl) angegebenen Weise abbildet, dass dann die Plancurve, welche die 
Kaumcurve 30*ster Ordnung in Bezug auf g darstellt, ebenfalls von der 30- 
Bten Ordnung ist, zehnmal durch jeden Fundamentalpunct g^t und in den- 
selben die den Geraden b und c von F^ entsprechenden Linien berührt. 
Ü80 (233, 245) ist die Raumcurve der vollständige Durchschnitt von F^ mit 
oiMT Fläche 10-i«r Ordnung, 

Es gibt also eine unbegrenzte Zahl von Fläohen lO-ter Ordnung, welche 
durch die 135 Puncte JD* g^ien. Das vollständige System dieser Puncte ist 
durch den Durchschnitt irgend einer dieser Flächen mit den 27 Geraden von 
^z 9^^ben. 

266. Wir wollen jetzt noch eine Eigenschaft des Schnittes der Hessiana 
durch eine beliebige Ebene E auseinandersetzen. 

Diese Ebene schneidet die Fundamentalfläche F^ in einer cubischen 
Curve O3; es sei einer der Pole von E in Bezug auf F^, der nicht auf ^ 
^cgt. Weil nun der Kegel 0O3 die Fläche F^ in einer Plancurve c, trifft, 
so schneidet er dieselbe Fläche noch in einer Raumcurve sechster Ordnung, 
die auf einer Quadrifläche $, liegt (40). Da die Fläche F^ dem durch den 
Kegel 0C3 und den zusammengesetzten Ort E$^ gebildeten Büschel ange^ 
^'ört, so geht die Quadripolarfläche eines beliebigen Punctes i in Bezug auf 
F^ durch den Durchschnitt des Polarkegels oc^ in Bezug auf den Kegel 
0C3 mit der Quadripolarfläche in Bezug auf E^^. Wird i auf der Ebene 
^ genommen, so ist die Quadripolarfläche von i in Bezug auf E^^ ^^ System 
zweier Ebenen, deren eine E ist, und die andere 9i ist die Polarebene von 
t in Bezug auf $3. Folglich geht die Quadripolarfläche von i in Bezug auf 



1) Dies ergibt sich aus dem allgemeinen Theoreme (200) und auch aus fol- 
gender Ueberlegung: Die vier Durcbschnittspuncte der Hessiana mit der Geraden 
^l sind in zwei Berühmngspuncte a, a' yereinigt, und folglich fällt der harmonische 
Hittelpunct dieser vier Durehschnittspuncte in Bezug auf den Pol a^ö^ ™i^ ^^^ 
Puncte a^Cj^ zusammen, dem harmonisch coojugierten Puncte von a^b^ in Bezug 
ftuf ^ie Puncte a, a'. Ebenso verhält es sich fdr 63, also u. s. w. 

Obkxova, Oberflächen. 14 
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F^ durch die beiden Durchschnittskegelschnitte des Kegels oc^ mit den Ebenen 
E nnd <Sy Der erste dieser Kegelschnitte ist offenbar c^ , erste Polare von 
f nach C3; der andere ist ein Geradenpaar , weil die Ebene $^ durch o 
geht ^). Wenn nun aber ^^ den Kegel oc^ berührte , so wäre die Quadri- 
polarfläche von i nach F^ genommen ein Kegel , und t würde auf der Hes- 
siana liegen. Also ist die Durchschnittscurve der Hessiana mit der Ebene E 
der Ort eines Punctes, dessen Polar ebene in Bezug auf die Quadrißäche 9^ 
die conische Folarcurve in Bezug auf die cubische Ourve C3 berührt. 

Auf folgende Weise kann man zeigen, dass dieser Ort von der vierten 
Ordnung ist. Die Folarkegelschnitte der Puncte einer Geraden g auf E in 
Bezug auf O3 und die Folargeraden derselben Puncte in Bezug auf den 
Kegelschnitt (E<S^) bilden zwei projectivische Büschel, welche eine cubische 
Gurve erzeugen, die durch den Pol von g in Bezugs auf den Kegelschnitt 
(ES^) g^^^* Durch diesen Pol kann man vier Tangenten an die cubische 
Curve legen, es gibt also vier Gerade des zweiten Büschels, welche die ent- 
sprechenden Kegelschnitte des ersten Büschels berühren, daher enthält g vier 
Puncte des Ortes. 



CAPITEL VIL 



CLASSIFICATION DER FLACHEN DRITTER ORDNUNG 
MIT RÜCKSICHT AUF DIE REALITÄT DER SIEBEN- 

UNDZWANZIG GERADEN. 

267. Wir haben bewiesen, dass wir durch die 27 Geraden einer allge- 
meinen Fläche F^ dritter Ordnung 120 conjugierte Triederpaare legen können 
(260), und dass umgekehrt die Fläche construiert werden kann, wenn zwei 
conjugierte Trieder und ein Punct der Fläche gegeben sind (221). Daraus 
folgt, dass, abgesehen von der Realität der gegebenen oder gesachten £Ie- 



1) Die PoUrebene von in BeEug den Kegel 0C3 ist unbestimmt, und o hat 
also dieselbe Polarebene E in Bezng anf F^ und in Bexng auf den Eosammenge- 
■etEten Ort Etg^, Die Ebene E ist daher die Polarflaohe von in Besng anf ^^ nnd 
folglidi geht die Polarebene eines beliebigen Ponetea von E in Berag anf die nim- 
lidie Qnadrifllche dnrch 0. 
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mente/es möglich ist, eine beliebige cubische Fläche mit Hilfe zweier Trieder 
auf die früher (221) gegebene Weise zu erhalten. Wir wollen jetzt auf die 
Realität oder Nichtrealität der 27 Geraden einer reellen cubischen Fläche 
Rücksicht nehmen. Indem wir die beiden Trieder zu bilden suchen, [die 
die Fläche zu erzeugen genügen, werden wir ganz natürlich auf die Ciassi- 
flcatioD der allgemeinen reellen cubischen Flächen nach der Methode SchIflis ^) 
gelangen. 

Um zwei conjugierte Trieder zu construieren, die einen reellen Complex 
bilden, genügt es zwei dreifache Tangentialebenen T, T' zu finden (260), 
die reell oder imaginär conjugiert sind, und sich in einer nothwendigerweise 
reellen Geraden schneiden, die nicht auf der Fläche liegt. Die drei Geraden 
der Fläche auf T und die drei in T' enthaltenen Geraden schneiden sich zu 
zwei und zwei in den drei Puncten, in denen die Gerade TT' die Fläche 
durchdringt und bestimmen auf diese Weise drei Ebenen tS, tS', fS>", diesämmt- 
lieh reell sind, oder wenigstens die eine reell und die beiden andern ima- 
ginär conjugiert, genau wie die genannten drei Puncte. Jede dieser Ebenen 
to schneidet die Fläche in einer andern Geraden, und diese drei neuen Ge- 
raden liegen in einer einzigpn reellen Ebene T'*, Die beiden Tripel von 
Ebenen TTT^', tStS'G" bilden die gesuchten Trieder. 

Nun behaupte ich, dass, solange die Fläche als reell vorausgesetzt wird, 
es immer möglich ist, zwei dreifache Tangentialebenen zu finden, welche der 
vorgeschriebenen Bedingung genügen. Dies ist klar, wenn die 27 Geraden 
sämmtlich reell sind ; wir nehmen deshalb an, es gäbe imaginäre Gerade, die 
natürlich zu zwei imd zwei imaginär conjugiert sind. 

Zunächst seien o^'^s ^^^^ imaginär conjugierte Gerade, die in der- 
selben Ebene ^) liegen, die reell sein muss, dann gehen durch a^ vier andere 
imaginäre Ebenen und durch b^ ihre Conjugierten. Zwei dieser conjugierten 
Ebenen, eine durch a^ und die andere durch b^y genügen offenbar der Aufgabe. 
Denn die beiden Ebenen gemeinsame Gerade kann nicht auf der Fläche liegen, 
da andernfalls drei Gerade sich in demselben Puncte der Fläche schneiden 
müssten, der also für die Fläche ein Doppelpunct wäre. 

Seien zweitens b^,b^ zwei imaginäre conjugierte Gerade, die nicht in 
derselben Ebene liegen ; Oj, a^, a^, Og, c^^ die fünf Geraden, welche dieselben 
^ schneiden, und die einen reellen Complex bilden. Es muss also unter den- 
selben eine ungerade Zahl reeller Geraden geben. Sind die fünf Geraden 
sämmtlich reell, so geht durch jede von ihnen wenigstens eine reelle Ebene; 
unter diesen fünf Ebenen ist es nun immer möglich, zwei auszuwählen, welche 
der verlangten Bedingung Genüge leisten. Sei in der That a^b^ Cj^ die reelle 
Ebene durch a^; wäre dann die Ebene ^28 ^16^64 ^^^^ ^^^ Ebene <^28 ^16^46 



1) On the dißtribtäion of surfaces of the third order into spedee etc. (Phi- 
losophical Transactions 1863). 

^) Man lese stets 'dreifache TangenticUebene. 

14* 
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reell, so hätte man Bclion die beiden gesachten Ebenen. Wäre dagegen nnr 
die Ebene <^28^i4^56 ^°^^ ^23 reell, so müsste die Gerade c^^, da sie auf zwei 
reellen Ebenen läge, reell sein. Also ist auch c^ eine reelle Gerade und 
daher wäre die Ebene a^d^c^^ reelL Somit würden die Ebenen a^6^^^, 0^6^ c^ 
das verlangte Paar bilden. 

Gibt es unter den ftinf Geraden, die b^ nnd b^ schneiden, zwei imaginär 
conjogierte o^,c^y so sind die Ebenen ^i^^j^^c^ imaginär conjngiert nnd 
schneiden sich in einer Geraden, die nicht anf der Fläche liegt 

Wir schliessen daher, dass jede reelle allgemeine Fläche dritter Ordnung 
mit Hilfe zweier Trieder gebildet werden kann, welche folgende drei Fälle 
darbieten. 

1. Die Trieder sind aus sechs reellen Ebenen gebildet; 2. das eine 
Trieder ist vollständig reell, während das andere ans einer reellen Ebene uod 
zwei imaginär conjugierten Ebenen besteht; 3. jedes Trieder besitzt eine 
reelle Ebene und zwei imaginär conjugierte Ebenen. 

268. Ebstek Fall. Da die beiden Trieder von sechs reellen Ebenes 
gebildet werden, so schneiden sich diese in neun reellen Geraden: 

Das reelle durch die drei Geraden bj^,b^, b^ bestimmte Hyperboloid schneidet 
die cubische Fläche in drei neuen Geraden (^^fO^jO^ (2^8), die entweder 
sämmtlich reell sind, oder die eine reell die beiden andern imaginär codJu- 
giert. Wir unterscheiden beide Fälle. 

a) Die Geraden a^,a^,a^ sind reelL Dann geben die Ebenen 

neun weitere reelle Gerade: 
und die Ebenen 

^Czi* fljCs*» '*S'^86 

schneiden die Fläche in sechs neuen reellen Geraden : 
In diesem Faüe hat man aUo 27 redU Gerade, 
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ß) Es sei a^ eine reelle Oerade tind a^ , a^ imagin*är conjugiert. Die 
reellen Ebenen 

geben drei weitere reelle Gerade: 

Qnd die reellen Ebenen 

geben zwei andere reelle Gerade: 

Die imaginär conjugierten Ebenenpaare 

14' 16' 

h a m b a 
8 4 ' 3 6 * 

ha m b Ü 

6 4' »6 

geben die imaginär conjugierten Geradenpaare: 

*'l4»^16' 
S4'^26' 
''S4'^36' 

Endlicb geben die imaginär conjugierten Ebenenpaare 

Vl4'«1^16' ^ 

^23 ^14' Ss ^16 

zwei andere Paare imaginär conjugierter Geraden: 

6 . b 

4' 6 
^66 ' ^64 • 

M(xn hat also 15 reelle Gerade und 15 reelle Ebenen: 3 reelle Ebenen durch 
jede reelle Gerade und 3 reelle Gerade in jeder reellen Ebene. Zwei imaginär 
conjugierte Gerade schneiden sich nicht, 

269. Zweites Fall. Ein Trieder ist vollständig reell, das zweite hat 
eine reelle Seitenfläche, die beiden andern sind imaginär conjugiert. Die 
Ebenen des ersten Trieders werden von der reellen Seitenfläche des zweiten 
in drei reellen Geraden: 

geschnitten, und von den imaginären Seitenflächen desselben Trieders in drei 
imaginär conjugierten Geradenpaaren: 



*.. 


«a.5 


\' 


"i' 


'»' 


"«• 
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Die imaginär conjugierten Hyperboloide, die durch die Geraden (&|> 63)^3)} 
(b. , c^ f a^) bestimmt sind , schneiden die cubische Fläche in zwei Tripeln 
imaginärer Geraden 

(^4' ^5' ^6^ ' (^W ^16' ^16^' 
die zu zwei und zwei conjugiert sind. Dieselben bestimmen drei Ebenen 
^4^u» ^5^16» ^6^16* ^^^ unterscheiden zwei Fälle, jenachdem diese drei 
Ebenen sämmtlich reell sind, oder nur eine reell und die beiden andern ima- 
ginär conjugiert. 

a). Die drei Ebenen sind reell, und also enthält jede von ihnen zwei 
conjugierte Gerade: 











««' 


"U' 




r 






%' 


"l6' 










%' 


"l6- 


Die 


imaginär 


conjugierten 


Ebeuenpaare 










V4' 


*1» "14 ' 






m 




V4' 


"m "l6 • 
"»"16 •' 

"i'u' 


aß* 








6 a . 
» 6' 


"i'u 


liefern die sechs 


coDJngieri 


; imaginären Geradeopaare 










"m' 


W' 










'w 


'et' 










Se' 


W' 










«84' 


*4» 










"85' 


^■' 










'm' 


\' 



die in sechs reellen Ebenen liegen, von denen die drei ersten durch c^^f die 
drei andern durch a^ gehen. 

So haben toir in diesem Falle 3 reelle Gerade und 13 reelle Ebenen^ von 
denen eine die 3 reellen Geraden enthält. Die andern gehen zu 4 und 4 durch 
eben diese 3 Geraden, Zwei imaginär conjugierte Gerade liegen stets in einer 
(reellen) Ebene, 

ß). Die sechs imaginären Geraden a^y a^, ..., c^^ seien auf folgende Art 
conjugiert : 

*6» ^16' 
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woraus folgt, dass die Ebene ct^c^^ reell ist, während ^^(^1^9 ^^c^^ zwei ima* 
ginär coDJugierte Ebenen sind. Nun geben die imaginär conjugierten Ebe* 
nenpaare 

Vi' S^m5 

^^4' «1^14' 









Vs« 


*j8<'ie' 








Vs- 


»i^ie' 








Ve« 


"»"isJ 








Ve' 


»1% 


die sechs 


imaginär 


conjugierten 


Geradenpaare : 




1 




"m' 


''se' 








'm' 


*4' 








Ss' 


««' 








«=35 ' 


*.' 








*«• 


«mJ 








*M' 


*5. 



von denen nur die beiden ersten aus Geraden, die sich schneiden, gebildet 
sind, indem sie so die reellen Ebenen <^24^66'^84^4 bilden^ die bezüglich durch 
«18 f «« gehen. 

Dieser Fall bietet also 3 reelle Gerade und 7 reelle Ebenen, Eine dieser 
Ebenen enthält die 3 reellen Geraden^ die andern gehen zu 2 und 2 durch eben 
diese Geraden, Unter den imaginär conjugierten Geraden gibt es 6 conjugierte 
Geradenpaare, die sich schneiden y und 6 andere conjugierte Geradenjpaare, 
die sich nicht schneiden. 

270. Dbitteb Fall. Jedes der beiden Trieder besitzt eine reelle und 
zwei imaginär conjugierte Seitenflächen. Die reelle Ebene des ersten Trieders 
schneidet die Ebenen des zweiten Trieders in einer reellen Geraden: 

und zwei imaginär conjugierten Geraden: 

^8 ' «18 • 

Die reelle Ebene des zweiten Trieders trifft die imaginären Seitenflächen 
des ersten Trieders in zwei imaginär conjugierten Geraden: 

^2 ' «12 > 
und die imaginären Ebenen beider Trieder treffen sich gegenseitig in zwei 
Paaren imaginär conjugierter Geraden: 

^2' ^8' 
«1» «23- 

Hierbei treffen sich die Geraden desselben Paares nicht. 
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Das durch die Geraden J^, 63, b^ bestimmte reelle Hyperboloid schneidet 
die cubifiche Fläche in drei neuen Geraden a^,a^y «g, fiir die man zwei ver- 
schiedene Fälle zu unterscheiden hat: 

a) Wenn die Geraden 

alle drei reell sind, so geben die reellen Ebenen 



drei andere reelle Gerade: 



^u » ^16 ' ^16 • 



Die imaginär conjugierten Ebenen 

dagegen liefern die drei imaginär conjugierten Ger adenpaare : 






und die imaginär conjugierten Ebenen 

^1^14» ^28^4' 
^^6' ^28^16 

ergeben drei andere Paare imagbär conjugierter Geraden: 

*5'^«4; 
*e' *46- 

Man erhält so 7 reeUe Gerade und 5 reelle Ebenen, Diese fünf Bienen 
gehen durch eine Gerade; es gibt «?, von denen jede 2 andere reelle Geraden 
enthält j während jede der 2 andern Ebenen 2 imaginär conjttgierte Gerade 
enthält. Die imaginär conjugierten Cferaden 'der 8 andern Paare schneiden 
sich nicht, 

ß) Wenn 

«4 

«me reelle Gkrade und 

zwei imaginär conjngierte Gerade sind, so gibt die reelle Ebene h^a^ eine 
dritte reelle Gerade: 

«14 > 
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und die imagiDär coDJugierten Ebenen 

ha h a i 
15 » 16 » 

V4 ' V4 
geben die vier Paar imaginär conjugierte* Geraden: 

^26 ' %e ' 

S4' ^84* 



Die imaginär conjugierten Ebenen 



"1^14' ^28^14' 
^1^6' ^8^15' 
*lS» ^28^16 

geben endlich die drei Paar imaginär conjugierter Geraden: 

^4' Se' 

^6*^46' 
^6>^45- 

Man kommt somit anf einen schon betrachteten Fall zurück (Zweiter Fall, fi)» 

271. Wir können also schliessen, dass die aUgemeine Fläche dritter Ord- 
nung nttr fünf verschiedene Arten zuläast unter Berücksichtigung der Realität' 
der 27 Geraden, nämlich: 

L Art: 27 reelle Gerade und 45 reelle Ebenen, 

2, Art: 15 „ „ „ 15 „ „ , 

3, Art: 7 „ „ „ 5 „ ?> > 

4, Art: 3 „ „ „ 7 „ „ , 
o. Art: 3 „ „ „ 13 » » • 

Man kann für jede Art die Zahl der Doppelsechs verlangen, die darch 
zwei reelle oder imaginär conjugierte Sechstapel gebildet sind. Mit Hilfo 
der Tabelle, die wir oben (229) gegeben haben, findet man leicht Folgendes : 

Erste Art, — Alles ist reell. 

Zweite Art. — Es gibt 15 reelle Doppelsechs, von denen jedes Sechs- 
tnpel reell ist und aus 4 reellen und 2 imaginär conjugierten Geraden ge- 
bildet wird. Es gibt ein anderes reelles Doppelsechs, dessen Sechstupel 
imaginär conjugiert sind. 

Dritte Art. — Es gibt 6 reelle Doppelsechs, von denen jedes Sechs- 
tupel reell ist und aus 2 reellen Geraden und 2 imaginär conjugierten Ge- 
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radenpaaren besteht. Es existieren 2 andere reelle Doppelsechs, von denen 
jedes zwei imaginär conjugierte Sechstupel besitzt. 

Vierte Art — Es gibt nur ein reelles Doppelsechs, das aus zwei reellen 
Sechstupeln besteht. Jedes Sechstapel enthält 3 Paar imaginär conjugierter 
Geraden. Ausserdem gibt es 3 reelle Doppelsechs, die aas imaginär con- 
jagierten Sechstupeln zusammengesetzt sind. 

Fünfte Art, — Es gibt kein reelles Sechstupel, sondern nur 12 reelle 
Doppelsechs, die sämmtlich aus je zwei imaginär conjugierten Sechstupeln 
zusammengesetzt sind. 

272. Wir haben oben (234) gesehen, dass eine cubische Fläche im All- 
gemeinen mit Hilfe dreier projectivischer Ebenennetze erzeugt werden kann. 
Bei dieser Erzeugungsweise leitet man die 27 Geraden aus den sechs Puncten 
^1» ^' ^> ^4> ^6* <^6 ^^' ^ denen eine Ebene E durch eine gewisse Raum- 
curve sechster Ordnung getrofTen wird. In der That entsprechen die 27 Ge- 
raden (226) den sechs Puncten : 

**i» S» **8' \* H* ^6> 
den sechs Kegelschnitten: 

SSVöS' *iV4V6' SVd^ö^e' «iSVö^s' VaVA' ^^8*4*« 
und den fünfzehn Geraden: 

Vs' Vi» V2 Ve' h\* \h 

W* ^6» ^6' V4» V5» Ve' V4' Vö' Ve • 

Da der Complex der drei Netze als reell vorausgesetzt ist, ebenso wie 
die Ebene E^ so ist das System der sechs Puncto a^Q^aga^aga^ ebenfalls reell, 
und man kann daher folgende Fälle unterscheiden: 

1. Wenn die Puncto sämmtlich reell sind, so sind sämmtliche 27 Ge- 
rade reell {Erste Art), 

2. Sind vier Puncto reell und die beiden andern imaginär conjugiert, 
so erhält man 4+4-|-6-|-l = 15 reelle Gerade, die andern sind imaginär 
und zwar treffen sich je zwei conjugierte Gerade nicht {Zweite Art). 

3. Sind zwei Puncte reell und die beiden andern paarweise imaginär 
conjugiert, so erhält man 2-|-24'l + 2 = 7 reelle Gerade, 2 Paar imaginär 
conjugierte Gerade, die sich schneiden, und 8 Paar imaginär conjugierte 
Gerade, die sich nicht treffen {Dritte Art)» 

4* Sind die sechs Puncte sämmtlich imaginär und paarweise conjugiert, 
80 hat man 14-1 + 1=^ reelle Gerade ; 6 Paar imaginär conjugierte Ge- 
rade, die sich schneiden, und 6 Paar imaginär conjugierte Gerade, die sich 
nicht treffen {Vierte Art), 

Es ist nicht möglich die fünfte Art mittelst dieser Erzeugungsu>€ise zu er- 
halten. Dies entspringt auch aus der Bemerkung, dass bei der fünften Art 
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kein reelles Sechstupel existiert ; während die Erzeugung mittelst dreier pro« 
jectiyischer Netze (deren Complex reell ist) , uns auf ein Doppelsechs führt, 
dessen Sechstupel (durch die Geraden gebildet, welche den sechs Puncten 
und den sechs Kegelschnitten entsprechen) nothwendigerweise reell sind ^). 

Wir wollen jetzt zu beweisen versuchen, dass, obgleich die Erzeugung durch 
projectivische Netze nur die vier ersten Arten ergibt, es eine andere Erzeugungs- 
weise gibt, die geeignet ist', alle fünf Arten zu liefern. Hierzu müssen wir 
aber vorher die möglichen Fälle discutieren, die bei dem Durchschnitt zweier 
Quadriflächen eintreten können, die sich in keinem Puncto berühren. 

273. Zwei Flächen zweiter Ordnung, die keinen Berührungspunct haben, 
schneiden sich in einer Raumcurve vierter Ordnung, durch welche vier Quadri- 
kegel gehen. Die Scheitel dieser Kegel sind zugleich die Scheitel des allen 
durch die Raumcurve gehenden Quadriflächen gemeinsamen conjugierten 
Tetraeders. Diese Flächen bilden ein Büschel, das heisst, durch einen belie- 
bigen Punct X des Baumes und durch die Raumcurve geht eine einzige 
Quadrifläche. Die beiden geradlinigen Generatrixen dieser Fläche, die durch 
X gehen, . sind die beiden Geraden, welche man vom Puncte x aus so ziehen 
kann, dass sie die Curve zweimal schneiden. 

Jeder Kegel der durch die Raumcurve geht und seinen Scheitel in einem 
Puncto der Curve hat, ist dritter Ordnung und folglich ist die Centralpro- 
jection der Raumcurve auf einer Ebene, wenn das Auge auf der Curve an- 
genommen ist, eine allgemeine Curve dritter Ordnung. 

Aus den Eigenschaften dieser ebenen Perspectivcurve kann man eine 
grosse Zahl von Eigenschaften der Raumcurve vierter Ordnung (und vom 
Geschlecht 1 (237)) herleiten. Z.B.: Durch einen beliebigen Punct der cubi- 
schen Plancurve kann man an dieselbe vier Tangenten ziehen, deren Doppel- 
verhältniss constant ist ( Doppel verhältniss der cubischen Plancurve). Man kann 
folglich durch jede Gerade, welche auf der Raumcurve in zwei Puncten 0, 0* 
aufsteht, an dieselbe vier Tangentialebenen legen. Ist das Auge und man 
lässt 0' sich bewegen, so bleibt das Doppel verhältniss dieser vier Ebenen 
unveränderlich, und wird also auch nicht variieren, wenn 0' fest ist und 
veränderlich. Das Verhältniss bleibt also auch dann dasselbe, wenn man 



1) Betrachtet man eine cubische Fläche ^3 als gemischte Polarfl&che iweier 
Ebenen E, E' in Bezug auf eine Fundamentalfläcbe derBelben Ordnung (187), so 
kommt man auf ein Doppelsechs, dessen Geraden den Durchschnitten der gegebenen 
Ebenen mit iwei Baumcurven sechster Ordnung bezüglich entsprechen. Sind die 
gegebenen Ebenen imagin&r conjugiert, so ist es ebenso mit den beiden Sechstupeln 
und folglich könnte es möglich scheinen, dass man auf diese Weise auch die fünfte 
Art erhalten könnte. Diese Illusion verschwindet aber sogleich, wenn man beachtet, 
dass die homologen Geraden zweier Doppelsechs, die imagin&r conjugiert sind, 
sich nicht schneiden, während bei der fünften Art zwei imagin&r oonjogierte Gerade 
stets in derselben Ebene liegen. 
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die Sehne ao* auf irgend welche Weise verrückt Daraus folgt, dass, wenn 
das Auge die Ranmcnrve durchläuft, das Doppel verhältniss der cubischen 
Perspectivcurve constant bleibt. Man kann dieser constanten Zahl den Namen 
DoppelverhäUnüs der Raumcurve geben. 

274. Man kann eine Raumcurve o^ vierter Ordnung (Geschlecht 1) als 
unvollständigen Durchschnitt einer Fläche S zweiter Ordnung nnd eines 
Kegels K dritter Ordnung ansehen, dessen Scheitel ein Punct von c^ ist 
Die beiden Generatrixen von S, die durch gehen, schneiden die Raumcurve 
nochmals und gehören also auch dem Kegel K an; das heisst, sie bilden 
mit c^ den vollständigen Durchschnitt der Orte S nnd K. Die Ebene dieser 
Generatrixen berührt /S in und enthält also die Tangente t von c^ in diesem 
Fnncte, eine Gerade, die ebenfalls eine Generatrix des Kegels K ist. Die 
Osculationsebene von O4 in schneidet die Curve in einem andern Puncto 0^, 
also berührt diese Ebene den Kegel K längs t und schneidet ihn in der Ge- 
raden 00'. 

Liegt das Ange in 0, so ist die Centralprojection von c^ eine cnbiscbe 
Curve (Basis des Kegels K). Es sei m die Spur von t auf der Zeichnungs- 
ebene, dann sind die Tangenten der cubischen Plancurve, die von m ansgehen, 
die Spuren der vier Tangentialebenen von c^, die man durch t legen kann. 
Nun berühren diese Ebenen die Raumcurve in zwei Puncten, von denen einer 
ist, sie gehen also bezüglich durch die Scheitel der vier Quadrikegel, auf 
denen c^ liegt, da diese Kegel die vollständige Enveloppe der Bitangential- 
ebenen von c^ bilden. Folglich haben wir den Satz : Das Doppelverhältnist 
von vier Ebenen, welche C4 in einem beliebigen Puncte berühren und bezüglich 
durch die Scheitel der vier Quadrikegel gehen, ist gleich dem DoppelverhäU- 
niss der Raumcurve und ist also eine constante Zahl. 

275. Umgekehrt kann eine gegeb enecubische Plancurve als Centralpro- 
jection einer Raumcurve vierter Ordnung (Geschlecht 1) angesehen werden, 
die durch den Augenpunct geht. Sei 10 ein beliebiger Punct der cubischen 
Plancurve, und es schneide eine durch vf gezogene Gerade die Curve in zwei 
andern Puncten 10^,^2$ dann trifit der Kegel, dessen Scheitel der Punct 
ist, und dessen Basis die cubische Plancurve darstellt, eine beliebig durch 
die Geraden 010^ , 0102 gelegte Quadrifläche in einer Raumcurve vierter Ord- 
nung, welche in von der Geraden 010 berührt wird. 

276. Sind die beiden Quadriflächen (273) reell, so kann ihr Durch- 
schnitt reell oder imaginär sein. Unter der ersten Voraussetzung, besteht 
er entweder in einem einzigen Zug (aus einem Stück), oder er kann auch der 
Complex zweier zusammengehöriger Züge (Stücke) sein, welche keinen Punct 
gemein haben, selbst nicht in unendlicher Entfern ing. Wir müssen diese 
drei Fälle separat untersuchen^ 
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277. Ist der Durchschnitt c^ zweier Quadriflächeci eine monogrammische 
Curve (das heisst mit einem Zug), so besteht ihre Perspectivcurve (das Auge 
h'egt immer in einem Puncte der Raumcurve) auch aus einem Zuge» das 
heisst, sie bildet eine Schlangenlinie mit drei Wendepuncten ^). Man weiss 
nun aber ^), dass eine solche cubische Plancurve ein imaginäres Doppelverhält- 
niss hat, das heisst mit andern Worten, durch einen beliebigen Punct der 
cubisehen Curve kann man an dieselbe nur zwei reelle Tangenten ziehen. 
Also (274) gibt es unter den vier Tangentialebenen von c^ in ein§m belie- 
bigen ihrer Puncte, die bezüglich durch die Scheitel der vier Quadrikegel 
gehen (welche den Büschel angehören , dessen Basis C^ ist), nur zwei relle, 
das heisst, von den vier Kegeln sind nur zwei reell. 

Aus der Ei genschaft der cubisehen Perspectivcurve nur zwei reelle Tan- 
genten von einem beliebigen ihrer Puncte zuzulassen, folgt ausserdem, dass 
man durch jede auf c^ in zwei reellen, verschiedenen oder zusammenfallenden 
Puncten aufstehende Gerade an diese Curve zwei und zwar nur zwei reelle 
Tangentialebenen legen kann. Nach dem Gesetze der Continuitat besteht diese 
Eigenschaft auch noch für eine Gerade, die auf C^ in zwei imaginär conja- 
gierten Puncten aufsteht. 

Das conjugierte Tetraeder hat zwei reelle Scheitel und folglich zwei 
reelle Seitenebenen. Jede reelle Ebene enthält einen reellen Scheitel. Also 
schneidet jede reelle Seitenfläche c^ in zwei reellen Puncten, das heisst, sie 
schneidet den Quadrikegel, dessen Scheitel auf dieser Seitenfläche liegt in 
zwei Geraden, von denen eine den Schnitt des andern Kegels in zwei reellen 
Puncten trifft 

Die reellen Kegel zweiter Ordnung, die durch c^ gehen, bilden die 
Grenze zwischen den windschiefen Flächen und den nicht geradlinigen Flächen 
des Büschels, dessen Basis c^ ist. Im vorliegenden Falle ist es leicht zu 
sehen, dass jede Quadrifläche des Büschels , welche durch einen Punct des 
Raumes ausserhalb oder innerhalb beider reeller Kegel geht, windschief ist, 
während die Quadrißäche, die durch einen beliebigen Fund des Raumes inner- 
halb des einen Kegels und ausserlialb des andern geht, keine Regdfläehe ist, 

278. Der Durchschnitt 0^ sei jetzt eine digrammische Curve (das heisst, 
aus zwei Stücken). In diesem Falle ist die cubische Perspectivcurve aus 
einem Oval ') und einer Schlangenlinie mit drei Wendepuncten zusammen- 
gesetzt. Es sei Vf auf der Zeichenebene die Spur der Geraden, welche c^ 
im Augenpuncte o berührt (275), dann sind die von 10 an die cubische Curve 
gezogenen Tangenten die Spuren der vier Ebenen, welche c^ in berühren 

1) Wir betrachten die Stetigkeit der Curve durch den Durchgang durch das 
Unendliche nicht unterbrochen. Eine typische Form dieser Gattung von cubisehen 
Plancurven ist Newton's parahola pura (Enumeratio Unearum tertii ordinisj, 
3) Giornale di Matematiche, T. 2.° (Napoli 1864) p. 78. ^ 
8) Wir wenden diese Benennung nach Bella vitib auch auf hyperbolische nad 
parabolische Formen an. Eine fische Form dieaer Gattung ist Nbwtoh*8 /»aro- 
bola campaniformis cum ovalu 
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nnd bezüglich durch die Scheitel des coDJugierten Tetraeders gehen (274). 
Nun sind die vier Tangenten der cubischen Curve, die von tv ausgehen, alle 
imaginär oder alle reell, je nachdem dieser Punct dem Oval oder der Schlangen« 
h'nie angehört; also aind die Scheitel des conjugierten Tetraeders (das heisst, 
die Scheitel der vier Quadrikegel die durch c^ gehen) sämmtlick imaginär 
oder sämmtlick reell, jenachdem das Perspectivbild des Zuges auf welchem 
das Auge gedacht wird, ein Oval oder eine Schlangenlinie ist. 

Es folgt 'daraus, dass, wenn die Curye c^ gegeben ist, das Perspectiv- 
bild des Zuges, auf dem das Auge sich befindet, was auch der gewählte 
Zug ist, immer ein Oval oder immer eine Schlangenlinie ist. Wir haben 
also zwei Fälle zu unterscheiden jenachdem das conjugierte Tetraeder voll- 
ständig reell oder vollständig imaginär ist. 

279. Ist das Tetraeder ganz imaginär, ist also 10 ein Punct des Ovals, so 
schneidet eine beliebige, durch den Punct des Auges gelegte Ebene die Curve C^ 
in drei weitern Functen (von denen zwei imaginär werden können), und ihre 
Perspectivbilder gehören entweder sämmtlich der Schlangenlinie an, oder 
einer gehört diesem Zweige an, und die beiden andern dem Oval. Trifft also eine 
Ebene die Curve C^ in vier reellen Puncten, so gehören drei dieser Puncte ein und 
demselben Zuge an und der vierte dem andern Zuge; trifft aber eine Ebene die Curve 
C^ nur in zwei reellen Puncten, so liegt davon stets auf Jedem Stücke ein 
Punct, Daraus folgt, dass eine Tangentialebene in einem Puncte die Curve 
in zwei weitern Puncten schneidet, die auf verschiedenen Stücken liegen; 
dass eine Osculationsebene des einen Stückes das andere Stück schneidet, 
nnd dass keine reelle Ebene existiert, welche die Curve in zwei Puncten 
berührt oder dieselbe in vier sämmtlich imaginären oder sämmtlich zusammen- 
fallenden Puncten trifft. 

Weiter folgt aus dem eben für die cubiscbe Perspectivcurve Bemerkten, 
dass durch keine Gerade, welche auf der Curve in zwei (reellen oder imaginär 
conjugierten) Puncten desselben Stückes aufsteht, eine reelle Tangentialebene 
geht, welche noch anderswo die Curve berührt, und dass durch jede Gerade, 
die auf beiden Stücken aufsteht, sich immer vier reelle Tangentialebenen legen 
lassen, 

Ist ein Tetraeder einer Quadrifläche conjugiert, so trifft jede Generatriz 
der Fläche, wenn sie eine Kante schneidet, auch die Gegenkante, und folg- 
lieh enthält die Fläche die vier Geraden, in denen sich die vier Tangential- 
ebenen schneiden, welche man durch zwei Gegenkanten legen kann. Wenn 
das Tetraeder (wie wir jetzt voraussetzen wollen) aus zwei Paar imaginär 
conjugierten Ebenen besteht, so gibt es nichtsdestoweniger zwei reelle Gegen- 
kanten, von denen jede der Durchschnitt zweier Tangentialebenen der Fläche 
ist. Diese Ebenen sind aber reell, denn sie müssen mit zwei Seitenebenen 
des Tetraeders , die imaginär conjugierte Ebenen sind, ein harmonisches Sy- 
stem bilden. Folglich sind die vier Durchschnittsgeraden der beiden Paare 
von Tangentialebenen reell, nnd also die Fläche windschief. 
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Somit sind im gegenwärtigen Falle edle durch c^ gehenden Quadriflächen 
windschief, das heisst, durch jeden Punct des Raumes kann man zwei reelle 
Gerade legen, welche dje Curve zweimal schneiden, und zwar mindestens die 
eine in zwei reellen Functen. 

280. Wir setzen jetzt voraus, unsere digrammische Raumeurve o^ ent- 
spreche einem völlig reellen conjugierten Tetraeder, das heisst, sie möge auf 
vier reellen Quadrikegeln liegen. Eine durch das Auge willkürlich gelegte 
Ebene schneidet dann o^ in drei andern Functen (zwei können imaginär 
werden) und ihre Perspectivbilder fallen entweder alle drei auf die Schlangen« 
linie oder eines auf diesen Zweig, und die beiden andern auf das Oval. 
Wenn also eine Ebene die Curve c^ in vier reellen Puncten achneidet, so können die- 
selben sämmtlich ein und demselben Zweige angehören, oder zwei dem einen und 
zwei dem andern, und wenn eine Ebene die Curve nur in zwei reellen Puncten trifft, 
so gehören dieselben stets zu einem Zug, Daraus folgt, dass eine Osculations- 
ebene eines Zuges denselben Zug nochmals trifft. 

Aus der Betrachtung der vier Tangenten der cubischen Perspectivcurve, 
die von einem ihrer Puncte ausgehen, zieht man weiter das Resultat, dose 
man durch jede Gerade, welche auf der Curve in zwei (reellen oder imaginär 
conjugierten) Puncten desselben Zuges aufsteht, vier Tangentialebenen legen kann, 
von denen zwei den einen Zug und zwei den andern berühren, während durch 
eine Gerade, die auf beiden Zügen aufsttSU, keine reelle Tangentialebene hin- 
durchgeht. 

Jede Ebene des conjugierten Tetraeders schneidet die Curve c^ in vier 
Puncten, Scheitel eines vollständigen Vierecks, dessen Gegenseiten sich in 
drei reellen Puncten (Scheitel des Tetraeders) treffen. Diese vier Durch- 
schnittspuncte sind daher alle reell oder alle imaginär. Wenn aber anderer- 
seits ein Trieder einem Quadrikegel conjugiert ist, so gibt es eine Fläche 
des Trieders, welche den Kegel nicht trifft; also schneiden zwei Seitenebenen 
des Tetraeders die Curve 0^ in vier reellen Puncten und die beiden andern in 
vier imaginären Puncten. 

Es ist leicht zu sehen, dass jede Quadrifläche des Büschels, dessen Basis 
C^ ist, die durch einen beliebigen Punct des Raumes gelegt ist, der innerhalb 
oder ausserhalb sämmtUcher vier Kegel sich befindet, oder auch des Raumes, 
der innerhalb zweier Kegel liegt, aber ausserhalb der beiden andern, eijie Regel- 
fläche ist; während jede Quadrifläche, welche durch einen Punct gelegt ist, der 

j innerhalb \ . . rr r j fausserhalb] , , . , ,. _^ . 
\ , .,1 des einen Kegels und { . , . r der dre% andern hegt, eine 

^ausserhalb] ^ innerhalb ' 

nicht windschiefe Fläche darstellt. Weiter kann man durch einen beliebigen 

Punct des Raumes, der innerhalb oder ausserhalb sämmtlicher vier Kegel 

liegt, zwei Gerade ziehen, die jede in zwei reellen oder imaginär conjugierten 

Puncten desselben Zuges der Curve c^ aufsteht, während durch jeden Punct 

des Raumes, der innerhalb zweier Kegel liegt und ausserhalb der beiden 

andern, zwei Gerade gehen, die jede den einen und den andern Zug schneidet. 
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281. Wir nehraen endlich an, die Curve 0^ sei imaginär. In diesem Falle 
schneidet jede reelle Ebene die Curve C^ in vier imaginären Puncten, Scheiteln 
eines vollständigen Vierecks, welches zwei reelle Seiten besitzt, während die 
beiden andern Paare von Gegenseiten nur den Durchschnittspunct reell haben. 
Es gibt also im Räume eine unbegrenzte Zahl von Puncten, durch die man 
zwei reelle Gerade ziehen kann, welche die Curve in zwei (natürlich imaginär 
conjagierten) Puncten treffen; und es gibt auch eine unbegrenzte Zahl von 
Functen, für welche diese Geraden imaginär conjugicrt sind. Es gibt daher 
eine reelle Fläche, den Ort der Puncte, für welche dieselben zwei Geraden 
zusammenfallen. Dieser Ort ist im Allgemeinen durch die vier Quadrikegel 
gebildet, welche durch C4 gehen; in unsrem Falle gibt es daher wenigstens 
zwei reelle Kegel. 

Dcis conjugierte Tetraeder ist vollständig reeU, In der That, ist a der Scheitel 
eines reellen Kegels, so schneidet die Polarebene von a (in Bezug auf die Quadri- 
flächen des Büschels von dem jC^ die Basis bildet) die Curve C^ in einem 
imaginären Viereck, dessen Gegenseitenpaare drei reelle Durchschnittspuncte 
Ib, c, ^ haben. Nun ist aber ab cd gerade das conjugierte Tetraeder. 

Beachtet man ferner, dass jede Seitenebene des Tetraeders einen der 
drei Kegel, deren Scheitel sie enthält, in zwei reellen Geraden schneidet und 
jeden der beiden andern in zwei imaginär conjugierten Geraden, und dass 
von den drei in den Scheitel eines reellen Kegels zusammenlaufenden Ebenen 
nur zwei diesen Kegel in reellen Geraden schneiden können, so sieht man 
leicht, dass nur zwei Kegel reeU sind; die beiden andern, obwohl ihre Scheitel 
reell sind, sind imaginär. 

Die beiden reellen Kegel liegen völlig ausser einander. Die Flächen 
des Büschels, dessen Basis c^ ist, welche durch die Puncte des Raume$, der 
ausserhalb beider Kegel liegt, gehen, sind windschief, dagegen gehen durch die 
innerhalb beider Kegel liegenden Funde nur nicht geradlinige Quadriflächen 
des Büschels, 

282. Somit gibt es drei verschiedene Arten der allgemeinen Raumcurve 
vierter Ordnung und vom Geschlechte 1, nämlich: 

1. Fall. — Reelle monogrammische. Curve: Das conjugierte Tetraeder 
besitzt zwei reelle Scheitel; es gibt zwei reelle Quadrikegel, die durch die 
Carve gehen. 

2. Fall. — Reelle digrammische Curve: Kein Scheitel des Tetraeders 
ist reell; es existiert kein reeller Kegel. 

3. Fall. — Reelle digrammis<he Curve: Das Tetraeder hat alle vier 
Scheitel reell, welche auch vier reelle Kegel ergeben. 

Weiter liefert die Durchschnittscurve zweier reeller Quadriflächen, die 
sich in keinem Puncte berühreni einen andern möglichen Fall: 

4. Fall. — Imaginäre Curve : Das Tetraeder hat alle vier Scheitel reell, 
aber es gibt nur zwei reelle Kegel. 
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283. Wir kehren jetzt zu der allgemeinen cubischen Fläche F^ zurück 
nnd bemerken nochmal», dass in allen fünf Arten, welche dieselbe darbieten 
kann (271), es immer drei reelle Gerade gibt, die in derselben Ebene liegen. 
Diese Geraden seien a, b, c. Die erste Polarfläche des Dnrchschnittspunctes 
von b und c ist eine windschiefe Qnadrifläche, die nicht blos durch die 
Geraden b, c geht, sondern F^ auch noch in einer Raumcurve c^ vierter 
Ordnung (Geschlecht 1) schneidet, Ort der Puncte, in denen F^ von Geraden 
berührt wird, die von o ausgehen. Diese Haumcurve trifft jede der Geraden 
b,c in zwei Puncten, die offenbar diejenigen sind, in welchen eine solche 
Gerade zwei Kegelschnitte auf der Fläche berührt. 

Die Curve c^ ist die Basis eines Büschels von Quadriflächen , die F^ 
in Kegelschnitten schneiden, deren Ebenen durch die Gerade a gehen (255) : 
also bilden diese Quadriflächen und die Ebenen durch a zwei projectivische 
Büschel, die zur Erzeugung der Fläche i^ benutzt werden können. Wir 
weisen weifer darauf hin (255), dass die Ebenen durch a die Polarebenen 
des Punctes in Bezug auf die entsprechenden Quadriflächen sind, dass also 
die cubische Fläche durch die Raumcurve c^ und den Punct vollständig 
bestimmt ist. 

* Die andern 24 Geraden liegen zu zwei und zwei in den 12 dreifachen 
Tangentialebenen, welche durch a, b, c g^hen. Unter diesen sind die 4 Ebenen 
durch a durch die Scheitel der 4 Quadrikegel bestimmt, die durch c^ 
gehen, die andern sind die Ebenen, welche man durch b und c so ziehen 
kann, dass sie C^ anderswo berühren (223). 

Jetzt gilt es, den Beweis zu führen, dass man, wenn man die Curve c^ 
und den Punct zweckmässig wählt, alle fünf Arten der cubischen Flächen 
mittelst dieser Erzeugungsweise herleiten kann. 

284. Es sei die Ourve C^ reeil, digrammdsch und liege auf vier Quadri- 
hegein; der Punct sei ausserhalb aller vier Kegel gewählt: In diesem Falle 
gehen durch nicht blos zwei reelle Sehnen b, c von C^ (280), sondern die 
Polarebenen von schneiden sich in einer Geraden a, welche jeden 
Kegel in reellen Puncten schneidet. Daraus folgt, dass durch a vier 
reelle dreifache Tangentialebenen von F^ gehen (die Polarebenen von in 
Bezug auf die vier Kegel), von denen jede ausser a noch zwei reelle Gerade 
enthält Man kann noch hinzufügen , dass (280) jede der Geraden b, c ein 
und denselben Zug von c^ in zwei (reellen oder imaginären) Puncten schneidet, 
dass man also durch jede dieser Geraden vier Tangentialebenen an die Raum- 
curve legen kann, die daher für F^ dreifach sind. Das ist aber ausschliess- 
liche Eigenschaft der ersten Art der cubischen Flächen (268), und also ent- 
hält jede von diesen acht dreifachen Tangentialebenen durch b oder durch 
c zwei neue reelle Gerade. Die erzeugte Fläche hat somit 27 reelle Gerade. 

Umgekehrt kann man beweisen, dass die für c^ und für den Punct 
angenommene Lage noth wendig ist, damit die erzeugte Fläche von der 
ersten Art- sei. 

Cbkmoita, Oberflächen. 15 



226 ^^^^*^ ^^^- [Cap- ^IL 

285. Ist die Curve wieder reeäy difframmisch und os^ vier reellem Qma." 
dnkegeJn gelegen^ aber der Pvnet o Uegt innerhalb tämimüicker vier Kegei, so 
haben wir noch vier reelle dreifache Tangentialebenen durch jede der Ge- 
raden a,b,c (280). Da aber in diesem Falle die Gerade a Q)nrch8chnitts- 
gerade der Folarebenen Yon o) vollständig ausserhalb sanuntlicher Kegel 
liegt, so folgt, dass jede Yon den yier Ebenen durch diese Gerade, da sie 
den entsprechenden Kegel nicht in reellen Geraden trifft, F^ in zwei imagi- 
när conjngierten Geraden schneidet. Dieses Besultat ist eine aoaschliessliche 
Eigenschaft der fünften Art (269), es enthalt also jede Yon den acht Ebenen 
durch b und c ebenfalls ein imaginär conjugiertes Geradenpaar. Die eraeugte 
Fläche enthält somit drei reelle Gerade und zwölf Paar imaginär cof^ugierte 
Gerade^ die sich schneiden. 

Umgekehrt kann man beweisen, dass man zur Erzeugung einer cubischen 
Fläche der fünften Art die Curve c^ und den Punct auf die eben anaein- 
andergesetzte Weise wählen muss. ^ 

286. Die Curve C4 sd toieder reell, digrammisch , und liege amf vier 
reellen Kegeln; der Punct aber sei innerhalb zweier Kegel und ausserhalb 
der beiden andern angenommen; dann trifft die Gerade a nur die beiden letz- 
ten Kegel in zwei reellen Functen und jede der beiden Geraden b, c steht 
auf beiden Zügen von c^ auf. Daraus folgt (280), dass durch a vier reelle drei- 
fache Tangentialebenen gehen, von denen nur zwei die Fläche F^ in zwei andern 
reellen Geraden schneiden; durch b und c aber geht keine einzige reelle 
dreifache Tangentialebene* Dies ist eine ausschliessliche Eigenschaft der 
dritten Art. Die erzeugte Fläche hat also sieben reelle Gerade, zwei Paar inuh 
ginär conjugierte Gerade, die sich schneiden, und acht Paar imaginär co^ju- 
gierte Gerade, die sich nicht schneiden. 

Es gibt noch zwei andere Weisen die cubische Fläche dritter Art zu 
erhalten: 1. Wenn C4 redl, digrammisch und ohne reellen Quadrikegd ist; 
ü ist in diesem Falle völlig willkürlich; 2. Wenn C^ imaginär ist und der 
Punet o ausserhalb der beiden reellen Kegel liegt. 

287. Es sei C^ eine reelle monogrammische Curve, und der Ptmct Hege 
ausserhalb der beiden reellen Quctdrikegel , welche durch die Curve gehen: in 
diesem Falle gibt es (277) zwei reelle Ebenen durch a, von denen jede zwei 
andere reelle Gerade enthält ; ebenso gibt ea durch jede der Geraden £, e 

zwei reelle Ebenen. Das ist eine ausschliessliche Eigenschaft der zweiten 

« 

Art, und es folgt also, dass jede von den vier reellen Ebenen durch b oder 
durch c die Fläche F^ in zwei andern reellen Geraden schneidet. Die er- 
seugte Fläche hat also flmfzehn reelle Gerade und sechs Paar imaginär con- 
jugierte Gerade, die sich nicht schneiden» 

Ün^ekehrt kann man beweisen, dass die für O4 und den Punct 9 ge- 
troffene Wah) noth wendig ist, um eine cubische Fläche zweiter Art zu er- 
halten. 
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288. Endlich nehme man an, es sei die Curve c^ reell und monoffra- 
misch, und der Punct o Hege innerhalb heider reeller Kegel, In diesem Falle 
gehen (277) durch jede der Geraden a, b, c nur zwei reelle Ebenen , und 
jede von diesen beiden Ebenen durch a enthält zwei imaginär conjugierte 
Gerade. Wir treten hier also auf die vierte Art, und folglich liefert auch 
jede reelle Ebene durch b oder c zwei imaginär conjugierte Gerade, IXe 
erzeugte Fläche hat also drei reelle Gerade, sechs Paar imaginär conjugierte 
Gerade, die sich schneiden , und sechs Pßar imaginär conjugierte Gerade, die 
sich nicht schneiden. 

Und umgekehrt, will man eine onbische Fläche vierter Art erhalten, so 
mnss man die Gurve o^ und den Punct in der Art auswählen, die wir 
soeben auseinandergesetzt haben« 

289. In dem Yorhergehenden ist tiberall vorausgesetzt , dass man als 
Grundlage der Operationen eine dreifache Tangentialebene mit drei reeUen 
Geraden ausgewählt habe, und wir haben dann gezeigt, daas es sodann mög^ 
lieh ist, alle fOn^ Arten der allgemeinen cubischen Fläche zu erzeugen. 

Wollte man aber von einer reellen dreifachen Tangentialebene ausgehen, 
die nur eine reelle Gerade a enthält und zwei imi^när conjugierte Gerade 
b, e, so wäre es nicht mehr möglich, die ei'ste und zweite Art zu erhalten, 
denn diese Arten lassen kein Paar imaginärer Geraden zu, die sich schneideD. 
Dagegen kann man die drei andern Arten, wie folgt, construieren : 

Die dritte Art: C^ ist reeÜ und digrammisch mü vier reellen Kegebf, 
der Punet liegt ausserhalb dreier Kegel aber innerhalb des vierten; 

Die vierte Art: 0^ ist reeü und monogrammisch und der Punet Hegt 
inmerhalb des einen der beiden Kegel und ausserhalb des andern; endlich 

Die fünfte Art: 0^ ist reell und digrammisdi mit vier reeUen Kegeln; 
der Punct Uegt nmerkalh dreier Kegel und aiusserhalb des vierten; man er* 
halt sie auch, wenn 0^ imaginär ist, und innerhalb des einen redien Kegele 
liegt und aueserhalb des andern. 
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ZUSATZ ZU NO. 214. 



Von den beiden cubischen Curven, welche der Hessiana und zwei con- 
jugierten Ebenen der Involation gemeinschaftlich sind , enthält die eine die 
Puncte c, If* und die andere die Puncte c', tf (208) ; folglich sind die beiden 
cubischen Curven entsprechende Curven (168). Dem ebenen Schnitte, der 
aus der ersten cubischen Gurve und der Geraden p besteht, entspricht (199) 
das durch die andere cubische Curve und die drei Geraden PifP^yP^ die im 
Puncte p zusammenlaufen, gebildete System. Folglich: 

Die cubischen Curven, die mcm aus der Hessiana mittelst Ebenen schneidef, 
welche durch die Grerade p gehen, sind zu zwei und zwei correspondiereiide 
Curven, Zwei entsprechende cubische Curven werden vom Puncte p aus miitteUt 
desselben Kegels gesehen, der folglich die gemischte cubische Polarfläche der 
Ebenen heider Curven ist, 

Ist die schneidende Ebene eine der Doppelebenen der Involution, so 
entspricht die cubische Curve, welche dann als Durchschnitt mit der Hessi- 
ana resulti^t, sich selbst; das heisst, ihre Puncte r, t* sind zu zwei und zwei 
entsprechend. Offenbar ist diese Gurve die Hessiana der cubischen Curve, 
längs deren die nämliche Ebene die Fundamentalfläche schneidet. Die Polar- 
ebene von t berührt die Hessiana in r' (183) und geht folglich durch p; 
also liegen (6) alle Puncte c auf der ersten Polarfläche von p. Daraus 
schliesst man, dass die erste Polarfläche von p aus den Doppelebenen der 
Involution zusammengesetzt ist, von denen in No. 214 gesprochen wurde. 

Wir fügen noch hinzu, dass sämmtliche gemeine und gemischte cubische 
Polarflächen der durch p gehenden Ebenen in p einen Doppelpunct und ausser- 
dem drei andere Doppelpuncte besitzen, die in ein und derselben Ebene durch 
p und bezüglich auf den Geraden p^, p^, p^ liegen. Eine solche Fläche geht 
in einen Kegel über, wenn sie sich auf zwei conjugierte Ebenen der oben- 
genannten Involution bezieht. 



Draek Ton J. Drägers Baehdmekerel (G. Feicht) in Berlin. 
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